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  مقدمه مؤلف

و  اي در مهندسی برق می باشد، که با تلفیـق مفـاهیم فیزیکـی    هاي پایه الکترومغناطیس از جمله درس

ابزارهاي ریاضی، بستر مهمی در پیشرفت علوم جدید مهندسـی مخـابرات ایجـاد کـرده اسـت. سـاختارهاي       

هـا،   ها، فوتونیک کریسـتال  ها، پلازمونیک ها، متامتریال هاي پریودیک، گرافن الکترومغناطیسی همانند محیط

یی هستند کـه از مفـاهیم اولیـه    ها سازي اشیا، مخابرات نوري و غیره از جمله مثال محیطهاي پیچیده، پنهان

اند و به عنوان مباحـث الکترومغناطیسـی پیشـرفته در جامعـه پیشـرفته       درس الکترومغناطیس حاصل شده

ي آموزش صـحیح و مفهـومی اسـت. بـا      هاي جدید بواسطه ها و حوزه ي این ابداع امروزي یاد می شوند. همه

مورد درس الکترومغناطیس و با فراهم کردن ابزارهاي ي آموزش مفهومی و تقویت سواد دانشجویان در  انگیزه

لازم براي این کار، تهیه و انتشار اولین ویدئو کتاب آموزشی در رشته مهندسی برق را انجام دادیم. مهمترین 

باشد. در این کتـاب در کنـار    تفاوت کتاب حاضر با سایر منابع موجود، استفاده از آموزش تصویري و فیلم می

شود یک انیمیشن یا فیلم کوتاه آموزشی وجـود دارد   زیکی که به طور کامل تجزیه و تحلیل میهر مفهوم فی

کند. مفاهیم و نکات طوري آموزش داده شـده کـه یـک     که شما را بیشتر با موضوع و یا حل مسئله آشنا می

خاصی مفـاهیم   دانشجوي کارشناسی تازه کار در دنیاي الکترومغناطیس نیز بتواند با لذت و بدون پیچیدگی

  را یاد گرفته و براي آزمون درسی آماده شود. 

  توان به موارد زیر اشاره کرد: از جمله ویژگی هاي بارز ویدئو کتاب حاضر، می

هاي ابتکـاري در حـل    درسنامه کامل و جذاب، به زبان ساده و مفهومی همراه با ارایه نکات خاص و روش -1

 ها تست

 هاي کنکور  هاي کوتاه در آموزش مفاهیم و حل تست استفاده از انیمیشن و فیلم -2

استفاده از کدگذاري در به خاطر سپردن آسان روابط مهم براي اولین بـار در تـدریس الکترومغنـاطیس،     -3

ز هاي دیفرانسیل سطحی بهـم در آنـالی   هاي مختلف بهم، تبدیل المان مثل تبدیل بردارهاي یکه دستگاه

هاي پیوسته، میـدان مغناطیسـی    برداري، ارایه فرمهاي جدیدي از میدان الکتریکی ساختارهاي با توزیع

 هاي مختلف و محاسبه اندوکتانس متقابل با روابط ابتکاري و غیره. توزیع جریان

 استفاده از اشکال متنوع در بیان مفاهیم به منظوري یادگیري بهتر -4

 اي کنکورهاي کارشناسی ارشد، دکتري و تالیفی در هر فصله حل تشریحی و تستی سوال -5

امکان حل تمرین و تست در بخش آخر هر فصل تحت عنوان آزمون فصل که شما را با مسـائل جدیـدتر    -6

 روبرو می کند و مرجع مناسبی براي کسب درصدهاي خیلی بالا است. 

هـاي حـدي در حـل     یاضی مرتبط) و روشهاي حذف گزینه (بررسی دیمانسیون و قضایاي ر ي روش ارائه -7

  هاي متنوع به منظور حل سریع سوالات در کنکور. تست



 

در کنار مهمترین بعد این کتاب که جنبه مولتی مدیا بودن آن است، در آموزش مفاهیم نیز براي اولـین  

قابـل مشـاهده    هایی از این مفـاهیم در زیـر   هاي ابداعی و انحصاري زیادي استفاده شده که نمونه بار از روش

  است:

 (با روش حدي) مختصات به هماي ه روش ابتکاري در تبدیل بردارهاي یکه دستگاه 

 مختلفمختصات هاي  روش ابتکاري در تبدیل عناصر دیفرانسیل سطحی دستگاه  

 هاي مختلف معادله قطبی کره در حالت 

  حل مسایل میدان با روش انتگرال اسکالردر روش ابتکاري 

  هاي مختلف میدان حلقه و دیسک باردار معرفی فرمروش ابتکاري در  

 هاي پیوسته بندي نحوه استفاده از روش تعمیم در محاسبه میدان الکتریکی توزیع طبقه 

 یکنواخت ي با بار سطحی بندي میدان قطاع هاي مختلف کره روش ابتکاري در طبقه  

 ي تقارن هندسی توزیع بارهاي مختلف تاملی درباره 

  تمایز پتانسیل و میدانروش ابتکاري در 

 هاي مختلف روش ابتکاري انتگرال اسکالر در محاسبه پتانسیل توزیع 

 استفاده از روش تعمیم در محاسبه پتانسیل ساختارهاي با توزیع پیوسته  

 تفهیم کامل انرژي الکتریکی و اثبات روابط به صورت مرحله به مرحله 

  و توزیع بارهاتفهیم ساده در روابط چگالی انرژي بر حسب میدان 

 حل مسایل محاسبه انرژي با چندین روش 

  دیمانسیون پارامترهاي مختلف بررسی انرژي الکتریکی از طریق مسائل حذف گزینه 

 حفاظت از میدان الکتریکی با شیلدینگ فلزي 

 ها بندي فرم قانون گوس در عایق طبقه 

 هاي چند لایه و ارایه روابط بسته شرایط مرزي در محیط 

 ابط میدان داخل استوانه و کره عایق در حضور میدان تابشی خارجیارایه رو 

 روش ابتکاري در محاسبه بارالقا شده سطحی روي کره هادي در معرض میدان خارجی  

 ارایه فرمول ساختاري براي محاسبه خازن انواع ساختارها 

 روش تصویر در حل مسایل الکترواستاتیک با تدریس گرافیکی و مفهومی 

 ي هادي هاي پیوسته در مجاورت کره اي و توزیع هاي مختلف تصویر بار نقطه فرمبندي  طبقه 

 ي هم پاسخی گرین و استفاده از آن در محاسبه بارهاي القایی در ساختارهاي خازنی پیچیده قضیه  

 بندي ارتباط بین مفاهیم الکترواستاتیک و مگنتواستاتیک و بیان دوگانی بین پارمترهاي مختلف طبقه 

  هاي مختلف و نحوه تشخیص آنها با تدریس گرافیکی جریانتوزیع 

 هاي مختلف نحوه تشخیص بردار یکه مسیر جریان خطی با شکل  

 هاي مختلف میدان حلقه حامل جریان (دوقطبی مغناطیسی) روش ابتکاري در معرفی فرم 

 هاي معادل هاي متحرك باردار به جریان تبدیلات مختلف سیستم  



 

 برداري از خاصیت دوگانی و روابط الکترواستاتیک استخراج روابط پتانسیل 

 روند محاسبه میدان مغناطیسی از روي بارهاي مغناطیسی 

 معرفی شرط مرزي در حضور PMC یا هادي مغناطیسی 

 مقایسه شرایط مرزي الکترواستاتیک و مگنتواستاتیک 

 انرژي در الکترواستاتیک و مگنتواستاتیک - بیان دوگانی بین روابط نیرو 

 ش ابتکاري در محاسبه اندوکتانس داخلی ساختارهاي چندلایهرو 

 محاسبه اندوکتانس داخلی و متقابل از روي انرژي مغناطیسی 

 هاي ساکن و متغیر با زمان تفکیک منابع تولیدکننده میدان 

 قانون لنز و تدریس گرافیکی آن 

 دیل حدي ساختارتبابتکاري استفاده از روش هاي حذف گزینه و  هاي متنوع با روش حل تست 

 ... 

فهرست بالا مواردي است که نحوه آموزش آنها منحصر بفرد اسـت و بـازخورد خـوبی در آسـان کـردن      

هاي دشوار و در نتیجه افزایش درصدهاي کسب شـده توسـط    یادگیري مفاهیم الکترومغناطیس و حل تست

  دانشجوها دارد.

فیزیک و الکترومغناطیس در آموزش بیافزاید و اي به اقیانوس علم  امید است که این تلاش اندك، قطره 

شاهد بهبود یادگیري و پیشرفت دانشجویان و کسب درصدهاي بالا در کنکور سراسري باشیم. از جناب آقاي 

ي استفاده از انیمیشن و فیلم در کتاب آموزشـی اولـین بـار     دکتر هژبر مدیر انتشارات پوران پژوهش که ایده

  کنم.  یمانه قدردانی مین پیشنهاد شد صمتوسط ایشا

  کنم. قدیم میاین کتاب را با افتخار به ساحت مقدس حضرت ولی عصر (عج) ت

 farhad.abbasnezhad@gmail.comایمیل مولف:   

  pouranem@کانال تلگرام پشتیبانی علمی:   

 1398بهار   



 

  نکور کارشناسی ارشد و دکتري مهندسی برقهاي ک بندي سوال بودجه

  91دکتري 92دکتري 93دکتري  94دکتري   96دکتري   97دکتري 
  کنکور

 سرفصل

  آنالیز برداري  1  0  0  0  0  0

 میدان الکتریکی  3 1 1 1  1  0

 پتانسیل الکتریکی  0 2 1 0  1  1

 نیرو و انرژي الکتریکی  1 3 1 1  0  1

4  1  2 4 1 3  
شرایط میدان در حضور اجسام، 

 مرزي، خازن و مقاومت

 قضیه تصویر  1 0 0 0  1  0

 لاپلاس و پواسون  1 1 0 2  0  0

 مغناطیس ساکن  2 3 4 1  4  0

  میدان مغناطیسی در حضور اجسام  3 1 3 5  1  1

  نیرو، انرژي و القاي مغناطیسی  0 4 1 3  1  3

  

ارشد 

97  

  ارشد

96  

ارشد 

95  

ارشد 

94  

ارشد 

93  

ارشد 

92  

ارشد 

91  

ارشد 

90  

رشد ا

89 

ارشد 

88 

ارشد 

87 

ارشد 

86 

ارشد 

85 

  کنکور

 سرفصل

  آنالیز برداري  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  0  1  0

 میدان الکتریکی 2 1 1 1 1 4 1 2 2 1 2  0  1

 پتانسیل الکتریکی 1 2 2 2 2 1 1 1 2 0 0  0  0

2  1  2 2 1 2 0 2 1 2 2 2 1 
نیرو و انرژي 

 الکتریکی

3  4  1 1 1 1 2 2 4 2 3 2 3 

دان در حضور می

اجسام، شرایط 

مرزي، خازن و 

 مقاومت

 قضیه تصویر 1 0 0 1 0 0 2 1 0 1 1  0  1

 لاپلاس و پواسون 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0  0  0

 مغناطیس ساکن 3 3 4 2 2 3 2 3 3 0 1  0  2

1  2  2 2 1 0 2 1 2 2 1 3 2 
میدان مغناطیسی در 

  حضور اجسام

2  4  3 4 2 2 1 2 3 2 2 2 1 
نرژي و القاي نیرو، ا

  مغناطیسی



 

  

  ����ت �طا��

  

  1  .......................................................................................................................................................  آنالیز برداريفصل اول. 

  59  ..................................................................................................  (الکترواستاتیک) میدان الکتریکی ساکنفصل دوم. 

  155  .......................................................................................................  پتانسیل الکتریکی، انرژي، نیرو و ... فصل سوم.

  225  ...................................................................................................................  ها و جریان الکتریکی هاديفصل چهارم. 

  287  ......................................................................................................................................  ها ها و خازن عایقفصل پنجم. 

  389  ......................................................................................................  ي الکترواستاتیکمسائل مقدار مرزفصل ششم. 

  483  .................................................................................................  میدان مغناطیسی ساکن در خلاء و ...فصل هفتم. 

  575  .............................................................................................  میدان مغناطیسی ساکن در اجسام و ...فصل هشتم. 

  645  ...........................................................................  هاي متغیر با زمان انرژي و القاي مغناطیسی، میدانفصل نهم. 

  767  ..................................................................................................................  97و دکتري  96-97آزمونهاي سراسري 

  



  

 

  آنالیز برداري   

  
  

  هاي الکترومغناطیس) آنالیز برداري (پایه و اساس میدان
  مقدمه 1 – 1
  اسکالر و بردار 2 – 1
  قواعد ساده برداري 3 – 1
  هاي مختصات دستگاه 4 - 1
  تبدیل عناصر دیفرانسیل سطحی 5 – 1
  هاي مختلف ي قطبی کره در حالت معادله 6 – 1
  ع برداريهاي شامل تواب انتگرال 7 – 1
  هاي اسکالر و برداري مشتق میدان 8 – 1
  قضایاي مهم در الکترومغناطیس 9 – 1
  پیوست 10 – 1
  هاي تکمیلی و پاسخ نامه تست 11 – 1

 1فصل 



  الکترومغناطیس   2

 

  مقدمه 1 – 1
تـوان در معـادلات    هاي الکترومغناطیسی مطرح شـده در الکترومغنـاطیس را مـی    مباحث پدیده

  ماکسول خلاصه کرد:
  vD.  


  

  B. 0
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  که در آن
  گیري برداري عملگر مشتق  
D


  چگالی شار الکتریکی 
B


  چگالی شار مغناطیسی 
E


  شدت میدان الکتریکی 
H


  شدت میدان مغناطیسی 

v چگالی بار حجمی  
J


  چگالی جریان 
هاي نظري و تجربی قبلی بیان کرد. نگـاهی سـریع بـه     ماکسول این معادلات را براساس دانسته

دهند که با کمیات برداري سروکار داریم. پس منطقی است که در فصـل اول   ن معادلات نشان میای
  .بپردازیمکتاب به بررسی ابزارهاي ریاضی لازم براي این درس 

  اسکالر و بردار 1-2
  تواند اسکالر یا برداري باشد. هر کمیتی می

باشد. مثل: حجم، بـار، پتانسـیل   است که فقط داراي اندازه بوده و جهت نداشته  اسکالرکمیتی 
  الکتریکی

  مثل: میدان، گشتاور، نیرو ... باشداست که علاوه بر اندازه داراي جهت نیز  بردار کمیتی

هـاي اسـکالر و    شوند که کمیـت  هاي فیزیکی تانسور نامیده می ي دیگر از کمیت البته یک دسته
  هاي خاصی از آنها هستند. برداري حالت
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تابعی اسـت کـه بـه     میداني چند میدان خاص است.  ناطیس در واقع مطالعهي الکترومغ نظریه
دهد. اگر این کمیـت اسـکالر (یـا بـردار) باشـد. میـدان را        اش کمیتی نسبت می اي از دامنه هر نقطه

  نامیم. میدان اسکالر (یا برداري) می
اي اسکالر هستند. نیروي ه هایی از میدان توزیع دما در اتاق، پتانسیل الکتریکی در یک ناحیه نمونه

  هاي برداري هستند. هایی از میدان الکتریکی وارد بر بار الکتریکی، سرعت قطرات باران در جو نمونه

  قواعد ساده برداري 3 – 1
  برداریکه یا واحد 1 – 3 – 1

Aبردار 


Aي  هم اندازه و هم جهت دارد. اندازه 


|Aیا  Aیک کمیت اسکالر است که با   |


نشان  
  شود. داده می

Aدر امتداد  Aâبرداریکه 


Aي واحد است که هم جهت با  ، طبق تعریف برداري با اندازه


باشـد   
  یعنی:

  1
 
A A

A A
a a

AA
ˆ ˆ, | |

| |
  

  
Aتـوان   واحد اسـت پـس مـی    Aâي  چون اندازه


AAرا بـه صـورت     Aâ


Aنوشـت، کـه    


را  

  کند. میبه طور کامل مشخص  Aâو جهت  Aبرحسب اندازه 

  جمع و تفریق بردارها 1-3-2
ي  الاضـلاع یـا قاعـده    جمع و تفریق برداري به روش ترسیم، یا با استفاده از روش قطـر متـوازي  

  شود. گذاري انجام می دنبال هم
  جمع دو بردارA


Bو  


:  C A B B A   

   
  

  
Cبردار گذاري همدر روش دنبال 


Aاز اتصال ابتداي بردار 


Bبه انتهاي بردار 


  شود. حاصل می 

Cي بردار اندازه


Aي بین دو بردار براساس زاویه 


Bو 


  برابر است با: 

  C A B A B| | | | | | | || |cos  2 2 2
   

  

A

aA
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 تفریق دو بردارA


Bو 


  :  D A B B A   
   

  

B

A

-B

D

B


A D

  
  روش قطر متوازي الاضلاع  گذاري روش دنبال هم

Dبردار گذاري همدر تفریق به روش دنبال 


از اتصـال انتهـاي بـردار دوم بـه انتهـاي بـردار اول        
Bاین بردارشود. بنابر حاصل می A


Aمتفاوت از  B

 
  خواهد بود: 

  D B A  
 

  
  

Aي تفریق دو بردار اندازه


Bو 


  ي بین آنها برابر است با: براساس زاویه 

     2 2 2
    

D D A B A B| | | | | | | | | || |cos  

  هاي برداري ضرب 1-3-3
ترین ضرب در آنالیز برداري ضرب یک عدد (کمیت اسکالر) در بردار است که حاصل بـردار   ساده

  شود مثل: می

  
q E F

F qE
q E F

: ,

: ,

    

0
0

 
 

   

Aضرب دو بردار


Bو 


داشـته باشـد و   ي اسکالر یا برداري  تواند نتیجه می 
این به چگونگی عمل ضرب بستگی دارد. بنابراین دو نوع ضرب برداري وجود 

  دارد:
  

.AB  اي:   ) ضرب داخلی یا نقطه1
 

  
A  ) ضرب خارجی یا برداري:2 B

 
  

Aضرب سه بردار


،B


Cو 


  تواند به یکی از دو شکل زیر باشد: می 
A  ي اسکالر   ) ضرب سه گانه3 B C.( )

  
  

A  ي برداري   ) ضرب سه گانه4 B C( ) 
  

  

B


A D

  جهت هم
 مخالف هم

A

aA
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)AB) ضرب داخلی دو بردار 1 . )
   
Aبردار هاي دو طبق تعریف حاصلضرب اندازه


Bو 


ي بین آنهاست. همچنـین   و کسینوس زاویه 

ي یک بردار در تصـویر بـردار دوم روي همـان     توان گفت که حاصل این ضرب برابر است با اندازه می
  بردار.

  AB A B. | || |cos ,    0
  

  

  
Aشرط تعامد دو بردار


Bو 


  توان از ضرب داخلی بدست آورد. را می 
  

  0 0
 
ABcos .  

  
  

  

  
Aبرداري بین دو  زاویه


Bو 


  توان از تعریف ضرب داخلی بدست آورد. را می 

A B

A B

.
cos

| || |
  1

 

   

  

  
  اي قابل اعمال است: قواعد زیر در مورد ضرب نقطه

A  ي جابجایی الف) قاعده B B A. .
  

  
A  پذیري  ي توزیع ب) قاعده B C A B A C.( ) . .  

     
  

A  ج) ضرب داخلی یک بردار در خودش A A A. | | 2 2  
  
حاصلضرب داخلی دو بردار که در یک مختصات دلخواه قرار دارند برابر است با ضرب مولفـه بـه   

  ي آنها مولفه

  u u v v w wu v w

u v w u v w

A B B A A B A B A BA A u A v A w

B B u B v B w A A A A A A

. .ˆ ˆˆ

ˆ ˆˆ . | |

             
2 2 2 2

  
    

  توان از تعریف ضرب داخلی به صورت زیر نوشت: بردار واحد درهم را می ضرب دو
  A B A B AB ABa a a aˆ ˆ ˆ ˆ. | || | cos cos    

  A A Aa a aˆ ˆ ˆ. | | 2 1  

A

B

cos =



A

B

 | A | cos
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A) ضرب خارجی دو بردار 2 B( )
   
Aي شـامل بردارهـاي   بـرداري اسـت عمـود بــر صـفحه    


Bو 


کــه انـدازه آن برابـر حاصلضــرب    

Aهاي اندازه


Bو 


کنـد.   و سینوس زاویه بین آنهاست و جهت آن از قاعده دست راست پیـروي مـی   
Aي اندازه B

 
Aل شده توسط الاضلاع تشکی ازيتوان گفت که با مساحت متو را می 


Bو


نیز برابر  
    است.

ABA B A B| || |sin 
  

  
  
  
  

ي  ي دست راست معـروف اسـت نحـوه    که به قاعده مقابلشکل 
Aمشخص کردن جهت B

 
دهد. مطابق شـکل چهـار    را نشان می 

Aهت بردار اولی که انگشت دست راست در ج


گیـرد   است قرار می 
Bطوري که کف دست راست به سمت بردار دوم یعنی


باشد یا بـه   
) به سمت بـردار  1عبارتی جهت چرخش چهار انگشت در وضعیت (

B


هـت انگشـت شسـت    ) در این صـورت ج 2باشد یعنی وضعیت ( 
Aجهت B

 
  خواهد بود. 

  
Cحالت اول:  A B 

 
  

Cجهت بردار


 با استفاده از قانون دست راست به سمت داخل صفحه اسـت کـه بـا علامـت      
  شود. نشان داده می

ABC A B| | | || |sin
 

  
Cحالت دوم:  A B 

 
  

Cدر این حالت جهت


  شود. نشان داده می به سمت خارج صفحه است که با علامت  
  

ABC B A| | | || |sin
 

  
  

  هاي زیر است: ضرب خارجی داراي ویژگی
A  ی ندارد:الف) خاصیت جابجای B B A  

  
  

A  بلکه پاد جابجایی است، یعنی B B A   
  

  

A     B+

B

A

|A     B|+

B

A

C

B

A

C
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A  پذیر نیست: ب) شرکت B C A B C( ) ( )    

    
  

A  پذیر است: ج) روي جمع بخش B C A B A C( )     
     

  
A  ) ضرب خارجی یک بردار در خودش صفر استد A  0

 
  

  
Aضرب خارجی دو بردار


Bو 


  واقع در یک دستگاه مختصات دلخواه به صورت زیر قابل محاسبه است: 
  u u v v w wA A a A a A aˆ ˆ ˆ   


  

  u u v v w wB B a B a B aˆ ˆ ˆ  


  

  

u v w

u v w u v w w v v u w w u

u v w
w u v v u

a a a

A B A A A a A B A B a A B A B

B B B
a A B A B

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ( )

     

 

 

  

  
  ي اسکالر گانه ) ضرب سه3

  شود. ي اسکالر به صورت زیر تعریف می ضرب سه گانه
  A B C B C A C A B.( ) .( ) .( )    

       
  

Aتشـکیل شـده از    3در  3اتریس ي م توان با محاسبه این حاصلضرب را می


 ،B


Cو  


کـه در   
  یک دستگاه مختصات هستند به صورت زیر بدست آورد:

اسکالر   
u v w

u v w

u v w

A A A

A B C B B B

C C C

.( )  
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  ي برداري ) ضرب سه گانه4
Aبراي بردارهاي


،B


Cو 


  ي برداري زیر را تعریف کرد: توان ضرب سه گانه می 
  A B C B A C C A B( ) ( . ) ( . )   

       
  

bacي  این ضرب با قاعده cab  کشود. کَب) محاسبه می –(بخوانید ب  

  هاي مختصات دستگاه 4 – 1
مختصات متعامد دستگاه مختصاتی است که در آن خطوط مختصه دو بـه دو بـر هـم عمـود     دستگاه 

اي سهموي، مخروطـی   اي بیضوي، استوانه اي، کروي، استوانه هاي مختصات کارتزین، استوانه باشند. دستگاه
کـروي  اي و  هایی از مختصات متعامد هستند که در این بین سه دستگاه مختصات کارتزین، اسـتوانه   نمونه
  ها قابل حل هستند. ترین آنها هستند و اکثر مسائل الکترومغناطیس در این دستگاه مهم

  دستگاه مختصات کارتزین (قائم، مستطیلی و دکارتی) 1-4-1
xهاي  توان با مختصه  یک نقطه در فضا را می y z( , , ي  در دستگاه کارتزین نمایش داد. گسـتره  (

  به صورت زیر است: zو  x ،yمتغیرهاي 
  x y z, ,               

Aبردار 


  شود در دستگاه مختصات کارتزین به صورت زیر بیان می 
  zA ) ،yA ،xA( یاx x y y z zA A a A a A aˆ ˆ ˆ  


  

Aي بردار  اندازه


  عبارت است از 

  x y zA A A A| |  2 2 2
  

همـه از بعـد متـر و    که  zâو  xâ ،yâعبارتند از بردارهاي واحد: 
   هستند. نماینده طول

  

که صفر یحات، ضرب داخلی بردارهاي به دلیل متعامد بودن صف
  خواهد بود:

       0 0 0x y x z y za a a a a aˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, .  
که بـا اسـتفاده از جایگشـت چرخشـی     یبه دلیل راستگرد بودن سیستم ضرب خارجی بردارهاي 

  شود: (ساعتگرد) حاصل می

x y za a aˆ ˆ ˆ   

y z xa a aˆ ˆ ˆ   

z x ya a aˆ ˆ ˆ   

ax

ayaz

xx

x

z

y
x

x
z

y
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  ضرب داخلی و خارجی بردارهاي واحد:
  x x y y z za a a a a aˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ. , . , .  1 1 1  

  x x y y z za a a a a aˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, ,     0 0 0  
  دهیم. نشان می rآید و با  برداري است که از اتصال مبدأ مختصات به نقطه مورد نظر بدست میبردار مکان: 

 x y zr xa ya zaˆ ˆ ˆ  
  

    2 2 2
r x y z| |  

  x y z
r

xa ya zar
a

r x y z

ˆ ˆ ˆ
ˆ

| |

 
 

 2 2 2


  

  عناصر دیفرانسیل طولی، سطحی و حجمی
ــولی    ــیل طـ ــا دیفرانسـ ــولی یـ ــان طـ ــه  ،المـ ــرداري از نقطـ xي  بـ y z( , , ــه  ( ــه نقطـ ي  بـ

x dx y dy z dz( , , )   .است  

    


x y zdl dxa dya dzaˆ ˆ ˆ  

  dl dx dy dz| | ( ) ( ) ( )  2 2 2
  

سطحی: المان سطحی یا دیفرانسیل 

ds  

dsي تعریف نحوه


ndsتـوان بـه صـورت    مهم است. در حالت کلی المان سطحی را می  ds â


 
 (و بـه سـمت   dsعمود بر سطح  ي کهیبرداري  nâمساحت عنصر سطح و dsتعریف کرد که در آن 

dsهاي زیر بیرون سطح) است. براي صفحات مختلف در دستگاه کارتزین مطابق شکل


تـوان   را مـی  
  نوشت:

x xds dy dz â


  
  
  




y yds dx dz â   
  
  

z zds dx dy â


   

y

x

z

r
(x,y,z)ar

y

x

z

dz

dy

dx

y

x=

z

dz
dy

x

y=

z

dz

dx

x

z=

y

dy

dx
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  المان حجم:
  جهت ندارد. هاي طولی و سطحی این المان برخلاف المان

  dv dx dy dz  

  اي دستگاه مختصات استوانه 1-4-2
  اي دارند بسیار مناسب است. اي در مسائلی که تقارن استوانه دستگاه مختصات استوانه
Pتوان با مختصات مکانی  یک نقطه در فضا را می R z( , , ) اي نشان داد. در دستگاه استوانه  

  

  Rگذرد:  می Pي  اي که از نقطه اع استوانهشع  

x:زاویه بازشدگی از محور      
zفاصله از صفحه    xy:  

  
  

  ي متغیرها به صورت زیر است: گستره
           0 0 2R z, ,   

Aبردار 


  توان به صورت زیر نوشت: اي را می هدر دستگاه مختصات استوان 
  R zA A A( , , )  یاR R z zA A a A a A aˆ ˆ ˆ   


  

Aي  اندازه


  عبارت است از: 

  R zA A A A| |   2 2 2
  

  zâو  Râ ،âعبارتند از بردارهاي واحد: 

  نشان خواهیم داد. rو در مختصات کروي با  Rاي با  ي شعاعی را در مختصات استوانه مولفه توجه:

zâ یکه عمود بر سطح  بردارz .ثابت است  
  
  

  

  

â یکه عمود بر سطح  بردار  ثابت است  
  

  0 2  
  

y

x

z

dz

dy
dx

az

ax

ay

y

x

z



  

 


y

x

z
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Râ یکه عمود بر سطح  بردارR .ثابت است  
  
  

  

  

  
  اي: جمع بردارها در مختصات استوانه

R  توان جواب داد چون باید نقطه شروع بردارها براي ما مشخص بشه نمی Ra aˆ ˆ ? 2 3  
  در مختصات کروي نیز این نکته صادق است.

Râ وâ هاي بالا، جهت ثابتی ندارند. با توجه به شکل  
  اما:

  R R Ra a aˆ ˆ ˆ      0 90 533 4 5  

  tg   1 4 53
3

  

  R   2 23 4 5  
اي  شان متغیـر بـوده و بسـتگی بـه نقطـه      جهت âو Râ، بردارهاي واحدzâبه غیر از بردار واحدتوجه: 

Aدارد که بردار


  باشند. می تابع Râ،âدشود. به عبارت دیگر بردارهاي واح از آن نقطه رسم می 
  که صفر هستند.یبه دلیل متعامد بودن صفحات، ضرب داخلی بردارهاي  

  
  Ra aˆ ˆ.   0  
  R za aˆ ˆ.  0  
  Ra aˆ ˆ.  0  

y

x

z

R

y

x

z
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  که از جایگشـت چرخشـی (راسـتگرد)    یبه دلیل راستگرد بودن سیستم، ضرب خارجی بردارهاي
  شود. حاصل می

  R Rz za a a a a aˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,       
  R Rz za a a a a aˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,       
  R Rz za a a a a aˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,       

 اي و کارتزین: ضرب خارجی بردارهاي واحد استوانه  
  
  

  ABA B A B| || |sin 
  

  
  
  

  R RX

R
X

x z
x

x y z

a a a
a a

a a a a

ˆ ˆ ˆ| || | sin sin ( )
ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ(cos sin ) sin ( )

 

  

 
     

  

        
   

2R R
R

y y z z
y

x y y z

a a a a
a a

a a a a

ˆ ˆ ˆ ˆ| || | sin sin cos
ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ(cos sin ) cos


   

  
  

   x x z
x

x y x z

a a a
a a

a a a a

ˆ ˆ ˆ| || | sin sin cos ( )
ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ( sin cos ) cos ( )

 



  

  

     
     

2
  

  


 
    

y y z
y

x y y z

a a a
a a

a a a a

ˆ ˆ ˆ| || | sin sin ( )
ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ( sin cos ) sin
 



 

  
  

  بردار مکان:
   


R Zr Ra zaˆ ˆ  

  r R z| | 2 2  

  R
r

Ra zazr
a

r R z

ˆ ˆ
ˆ

| |


 

2 2


  

  عناصر دیفرانسیل طولی، سطحی و حجمی:

  

aR

aaz

xx

x





ay

ax
aR

a

y

x

z

r
(R, ,z)ar

z

R


aR

az
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از  را کـه  dکننـده اسـت و    یک ضریب تبـدیل  Rشعاع کمان خیلی مهم است، پس اینجا  نتیجه:
dl  کند به طول تبدیل میجنس رادیان است،  Rd  

  المان طولی یا دیفرانسیل طولی:

R zdl dRa Rd a dzaˆ ˆ ˆ  


  

dl dR Rd dz| | ( ) ( ) ( )  2 2 2
  

  
  

  المان سطحی:
  اي قابل مشاهده است. که استوانهیهاي سطحی متناظر با بردارهاي  در شکل زیر المان

  
  

R          ثابت Rصفحه    R RdS Rd dz a Rd dz aˆ ˆ( )( )  


  (الف 

ds               ثابت صفحه    dR dz a dRdzaˆ ˆ( )( )   


  (ب

z           ثابت  zصفحه    z zds dR Rd a RdRd aˆ ˆ( )( )  


  (پ 
  باشد. لمان طولی درهم میبه صورت ضرب هر سه ا المان حجمی:

  dv RdRd dz  

  
  اي و کارتزین و بالعکس: تبدیل پارامترهاي استوانه

xفیثاغورث    R R x ycos   2 2  

   y
y R tg

x
sin    1  

   y
R z x y tg z

x
( , , ) , ( ),  2 2 1  

  

y
x

z

Ry
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  اي به کارتزین با استفاده از تکنیک هندسی: تبدیل بردارهاي یکه استوانه

  
  R x ya a aˆ ˆ ˆcos sin    

  
 

 

  
  x ya a aˆ ˆ ˆsin cos      

  
  

  

  
  :Râاز روي  âي  روش طلایی محاسبه

 âي با توجه به شکل زیر مشخص است که در هر نقطه روي محیط استوانه (سطح مقطـع آن) بـردار یکـه   
را  Râ ،âتـوان اسـتفاده کـرد و از روي     درجه جلوتر است. بنابراین از این واقعیت مـی  Râ ،90نسبت به

  استخراج کرد:

       
2 2Ra aˆ ˆ
 

    

  یا

R
d

a a
d

ˆ ˆ 
  

  ي مشتق است. و بردار متعامد به منزلهدرجه بین د 90توجه شود که اختلاف فاز 

     R x y x ya a a a a aˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin cos sin



 

  


      2
2 2

  

  x ya aˆ ˆsin cos     

       R

d
d

x y x ya a a a a aˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin sin cos
     

  

  
به خصوص وقتی در عبارتی که باید از آن انتگرال گرفته شود ظاهر شـوند،   âو Râتبدیل بردارهاي واحد

  کنند. تغییر می کند، چون بردارهاي اشاره شده ثابت نیستند و با ضرورت پیدا می
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  ختصات کرويدستگاه م 1-4-3
دستگاه مختصات کروي براي مسائل، داراي تقارن کروي بسیار مناسب است. مختصات هـر نقطـه در   

Pتوان با مشخصات دستگاه کروي به صورت  فضا را می r( , , )   .نشان دادr  ي  ي نقطـه  فاصـلهP   تـا
و بـردار   zي بـین محـور   زاویه باشد. میگذرد،  می Pي  اي به مرکز مبدأ که از نقطه مبدأ یا شعاع کره

شـود.   گیري مـی  اندازه xاي) نسبت به محور  (همانند دستگاه مختصات استوانه است؛ و Pي  مکان نقطه
  کروي به صورت زیر است:ي متغیرهاي دستگاه مختصات  براساس این تعاریف، محدوده

  r , ,         0 0 0 2  
  را مشاهده کرد. و  r ،توان به راحتی مختصات  هاي زیر می در شکل

  
  âو  râ ،âعبارتند از بردارهاي واحد: 

râ    در امتداد شعاعی و در جهـت افـزایشr   .اسـتâ   در جهـت افـزایش  وâ   در جهـت
  است. افزایش

y

x

z

ar

ar

ar

y

z

x



ar

a
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توان این برداریکـه را   در نقاط مختلف روي سطح کره می âگیري با توجه به شکل زیر و جهت
  برحسب بردارهاي یکه کارتزین نوشت:

  
  
  
  
  
  
  

  

x

y

x

y

a

a
a

a

a

ˆ

ˆ
ˆ@ :

ˆ

ˆ









 

 




   
 

  

0

20

3
2 2

  

  za aˆ ˆ@ : 


   
2

  

 â  کروي همانâ اي است. استوانه  
  
  
  
  
  
 :به دلیل متعامد بودن صفحات، بردارهاي یکه دو به دو برهم عمود هستند  

  ra aˆ ˆ.   0  

  ra aˆ ˆ.   0  
  a aˆ ˆ.   0  

        به دلیل راستگرد بودن دستگاه مختصات، ضـرب خـارجی بردارهـاي یکـه در هـم از جایگشـت
  شود. چرخشی حاصل می

 یا

y

x

 



z



a

a

y

x

t

a
a

a


x+
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r ra a a a a aˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,         

    r ra a a a a aˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,     

r ra a a a a aˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,         

  ي نوشتن بردارهاي یکه کروي برحسب کارتزین: تکنیک طلایی هندسی نحوه

  
  r x y za a a aˆ ˆ ˆ ˆsin cos sin sin cos        

y:

x,

z:

=  ,

=  ,  , a =-az
a

z=-sin az 



= , a =ax

a
x=cos cos ax  

= , =  ,  , a =ay
a y=cos sin ay  

  
  x y za a a aˆ ˆ ˆ ˆcos cos cos sin sin         

ar

aa

xx

x
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  )ي مسئله استفاده از هندسه(: râاز روي âي روش ساده در استخراج مولفه

ي  به اندازه âیکه در هر نقطه روي سطح کره بردار
2

  است. râجلوتر از 

  

    1
2ra aˆ ˆ ( )


   

r
d

a a
d

ˆ ˆ ( ) 
 2  

  

توان با دو روش شیفت فاز  بنابراین می
2

  بدست آورد. âرا از روي ،âگیري نسبت به یا مشتق 

    r x y za a a aˆ ˆ ˆ ˆsin cos sin sin cos      

       x y za a a aˆ ˆ ˆ ˆ( ) : sin cos sin sin cos
   

            1
2 2 2 2

  

  x y z
d

a a a a
d

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) : cos cos cos sin sin     


   2  
  

  اي: تبدیل بردارهاي یکه کروي به استوانه
  توان این تبدیلات را استخراج کرد: هاي یکه میبا توجه به شکل زیر و زوایاي بین بردار

  

   R
R

r
r z

z r

a a
a a a

a a

ˆ ˆ. cos sin
ˆ ˆ ˆsin cos

ˆ ˆ. cos


 

 


      
 

2  

  R

R
r

r z
r z

a a
a a a

a a

ˆ ˆ. sin
ˆ ˆ ˆsin cos

ˆ ˆ. cos


 




  


  

  
آیـد، کـه بـه راحتـی      بدسـت مـی   ،âنسبت به râهمچنین اشاره شد که با مشتق گیري از

  راساس بردارهاي یکه قابل نوشتن است:ب

  Rr z
d

a a a a
d

ˆ ˆ ˆ ˆcos sin  


    

ar

a

a

ar

ar

a

x

y

z

aR

az



ar


a
R

 (r, , ) 



  . آنالیز برداري1فصل      19

 

اي و کـروي تعریـف یکسـانی     در هر دو دستگاه اسـتوانه  تر گفتیم که مختصه  از طرفی پیش
  دارد:  x ya a aˆ ˆ ˆsin cos   کروي â اي استوانه  

  
  کند. اي کمک زیادي می شکل زیر در پیدا کردن ارتباط بین بردارهاي یکه کروي و استوانه

   z z za a a aˆ ˆ ˆ ˆ. cos cos sin  


     
2

  

  R R
a aˆ ˆ. cos cos     

  r za aˆ ˆ. cos   

   Rra aˆ ˆ. cos sin


   
2

  
  
  

)r) و Rو  z ،y ،x) ،(z ،توان متغیرهاي ( هاي زیر براحتی می با استفاده از شکل , , )  :را بهم تبدیل کرد  

rsin
=R


y

x

z

Q

rsin

 r

P
z=rcos

y

x

Q

R



Rcos =x

Rsin =y

  

  
R r z r

x R y R

sin , cos

cos , sin

 

 

 


 
  

  در نتیجه:
  x r y r z rsin cos , sin sin , cos        

  توان نوشت: همچنین می

  x x y y
R Rx y x y

cos , sin    
 2 2 2 2

  

  z z R x y

r rx y z x y z
cos , sin 


   

   

2 2

2 2 2 2 2 2
  

  


r

az ar

aR

a
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  تبدیل مختصات کارتزین به کروي:

  R x y 2 2و  2 2R z یاr x y z  2 2 2  

  y z
tg

x x y z
; cos   

 

1 1
2 2 2

  

  
  اي بردارهاي یکه کروي برحسب مختصات مکانی (طولی) در کارتزین و استوانه

  
R

R

x y zx z

r

z
x y

xa ya zaxa yay za

rr x y za
r Ra za

Ra xa ya
r

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ

ˆ
| | ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ,

    
    
 

 


2 2 2

  

  x y
R

xa yaR
a

R x y

ˆ ˆ
ˆ

| |


 

2 2


  

       x y x y
y x

a a a a a
R R

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin cos    

  R Rz z
R z

a a a a a
r r

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin cos  


      
  

  هاي طولی، سطحی و حجمی در مختصات کروي: المان
  اند: هاي طولی مشخص شده در شکل زیر متغیرهاي کروي و المان

  

  کارتزین
  

 اي استوانه
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  طول در راستاي المانr :dr (از جنس متر)  
 المان طول در راستاي :rd طولی که زاویه)d کند  را جاروب میr (است  

شود که به المـان طـولی    باعث می rنس متر نیست و ضریب به تنهایی از ج dتوجه کنید که
  تبدیل شود.

 المان طول در راستاي :Rd r dsin    
rاي یا به عبارتی استوانه Rکند،  را جاروب می d(طولی که زاویه sin     است و ایـن ضـریب

  به المان طولی و از جنس متر تبدیل شود) dشود که باعث می
  پس:

  rdl dra rd a r d a dl dr rd r dˆ ˆ ˆsin . | | ( ) ( ) ( sin )           2 2 2
 

  

  المان سطحی:
  ي کروي قابل مشاهده است. در شکل زیر هر سه المان سطحی متناظر با بردارهاي یکه

  
  r r rds rd r d a r d d aˆ ˆ( )( sin ) sin       2

  (الف 

  ds r d dr a r drd aˆ ˆ( sin )( ) sin      


  (ب 

  ds dr rd a rdrd aˆ ˆ( )    


  (پ 

  المان حجمی
  شود و جهت ندارد. از ضرب هر سه المان طولی در مختصات کروي حاصل می

  dv dr rd r d r dr d d( )( )( sin ) sin       2  

  تبدیل عناصر دیفرانسیل سطحی (روش طلایی و نوین) 1-5
هـاي سـطحی    شود تا در مسائل میدانی و در حـل انتگـرال   رائه میدر این بخش روش جدیدي ا

)iموقعی که بردار میدانی در دستگاه مختصات  گیري منطبـق بـر    بوده ولی مسیر یا سطح انتگرال (
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)iiدستگاه مختصات  ها مسـئله را بـه    گاهاست، بتوان با تبدیل عناصر دیفرانسیل سطحی بین دست (
هـاي مختصـات صـورت     ها که متناظر با صفحات مرزي دستگاه راحتی حل کرد. در ادامه این تبدیل

  شود. گیرد به طور گرافیکی ارائه می می

  
در صفحات  âدانیم همانطور که می  و  0   xâو  yâبه ترتیب برابـر اسـت بـا     2

خواهد بـود.   ydsو xdsدر این صفحات برابر âمربوط به ds(مطابق شکل سمت چپ) بنابراین 

ي همچنین در صفحه  (مطابق شکل سـمت راسـت)،    zâبرابر است با xy ،âي  یا صفحه 2

zي در صفحه dsبنابراین  یا  0  هـاي سـه    . این تبدیلات در دسـتگاه zdsبرابر است با 2
  گانه قابل تبدیل هستند.

ي  در صفحه    هاي زیر خواهد بود: تبدیلات مورد نظر به صورت 0
  

y yds dx dz â


  
  
  
  
  
  

ds dRdz â  


0


  

  
  
  

y

x

z



an
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ds rdrd â  





0


  

  
  
  

ان تبدیلات گرافیکی را به صورت روابط زیر در تو می    بندي کرد: جمع 0
  ya aˆ ˆ   0  

       

0 0
0

 
y y

dRdz a
ds dxdza ds

rdr d a

ˆ ,
ˆ :

ˆ ,

 





 

  

مشابه   براي  0    توان این تبدیل را انجام داد: نیز می 2
  

x xds dy dz â


  
  
  
  
  

ds dRdz â   


2


  

  
  
  
 

 

ds rdrd â 


  
  

  اي  استوانه
 کروي

y

x

z



an=-ax

   a ax

an=-ax

   a ax

   a ax



  

 r
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در نتیجه در    خواهیم داشت: 2

  xa aˆ ˆ


    
2

  

  


    
 

2 2

2

 
x x

dRdz a
ds dydz a ds

r dr d a

ˆ , ,
ˆ

ˆ , ,

 








 

  

به طور مشابه براي     وشت:توان ن می 2

  za aˆ ˆ


    
2

  

  z
z

z

dydxa
ds ds r drd a rdrd a

RdRd a

ˆ
ˆ ˆsin ,

ˆ



  


   


      


2
2

 
  

  شود. به عنوان کاربردي از این تبدیلات در ادامه نمونه تستی حل می
انتگرال میدان  :1تست  3 6


rA a aˆ ˆcot   روي سطح حاصل از مسیر بسته مشخص شده در

  شکل زیر کدام است؟

1 (
2

  

2 (  

3 (3
2

  

4 (


2
  

A پاسخ:


 اي و کـارتزین  به ترتیـب در مختصـات اسـتوانه    S2و  S1در مختصات کروي است ولی  
توان از نکات اشاره شده استفاده کرد و کل پارامترها را به یـک مختصـات انتقـال داد.     است پس می

  کنیم. تقسیم می S2و  S1را به دو سطح  Cسطح تشکیل شده از مسیر 
  
 

S S S 1 2 

 

 

  اي  استوانه
  

 کروي

x

y

z

C

s
A ds.


x

y

z

C

S

S
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s s s

I A ds Ads Ads. . .    
1 21 2

    
  

  za aˆ ˆ, 


   
2

یا   0z:   S1سطح  @

  


    2
1
 

zds RdRd a ds rdrd aˆ ˆ


    

  xx a aˆ ˆ,   0 یا: @


 
2

  S2سطح  

  xds dydz a ds rdrd aˆ ˆ


  


    2
2

 
  

        2
1

1
1 0 03 6 6


rs
Ads a a rdrd a rdrdˆ ˆ ˆ. ( cot ).( )



     

   
   

1 36
2 2 2

  

  rs
Ads g a a rdrd aˆ ˆ ˆ. ( cot ).( )       

2 2 3 6 0


  

  I
 

  
3 30
2 2

  

  صحیح است. 3ي  گزینه

  بندي روابط بین بردارهاي یکه در هر سه دستگاه مختصات: طبقه

  

x y z

R

z

ˆ ˆ ˆ

ˆ cos sin

ˆ sin cos

ˆ

 
  

0
0

0 0 1

  

  

  

x y z

r

ˆ ˆ ˆ

ˆ sin cos sin sin cos
ˆ cos cos cos sin sin

ˆ sin cos

    

     
  


 0

  

  کارتزین
 اي استوانه

  کارتزین
 کروي
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R z

r

ˆ ˆ ˆ

ˆ sin cos
ˆ cos sin

ˆ



 

  




0
0

0 1 0

  

  هاي مختلف: ي قطبی کره در حالت معادله 1-6
هاي میدانی بهتر است مختصات مکـانی یـک    مسائل الکترومغناطیس و حل انتگرال از در بعضی

ي  خـواهیم معادلـه   کره به صورت قطبی بیان شود تا سرعت حل تست بالا رود. در ایـن بخـش مـی   
اي دلخواه روي محورهاي مختصات کارتزین قـرار گرفتـه را    که مرکز آن در نقطه aاي به شعاع  کره

rبه صورت فرم کلی Af g( ) ( )    ابتـدا از  شـود.   بنویسیم. در ادامه حالات مختلف بررسـی مـی
ي استاندارد کره یعنی معادله     2 2 2 2

0 0 0x x y y z z a( ) ( ) ( به فرم قطبی اشاره شده  (
Aرسیم که در آن  می rmax ي سطح کره از مبدأ مختصات) است. (دورترین نقطه  

  اي به مرکز مبدأ مختصات: ) کره1
  
  

x y z a  2 2 2 2  
r a r a  2 2  

  
  

)aاي به مرکز  ) کره2 , , )0 0:  
براي ایـن کـره دورتـرین نقطـه از سـطح کـره تـا مبـدا         

Aاست بنابراین  a2ي  ازهمختصات به اند a باشد. بـا   می 2
  ی را استخراج کرد.بتوان فرم قط دو روش می

  
  
  
  
  
  

z

y

x

a

z

y

x

  اي استوانه
 کروي 
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  الف) استفاده از فرم کارتزین و تبدیل به قطبی:
  x y z a a( )   2 2 2 2  

  x y z az  2 2 2 2  
  r a r r a( cos ) cos   2 2 2  

fب) مشخص کردن  ( ) ،g( )  وA :از روي شکل  
توجه کنید چون در   rداریم  0 a   خواهد بود cosبه صورت  بنابراین تابعیت از  2

  f f( ) ( ) cos     0 1  

r a با  2    خواهد بود. س مستقل ازنقشی ندارد پ مشخص شده است و 0

  r a cos ,


   2 0
2

  

  رساند. تر ما را به جواب می و سریعبه مراتب آسانتر بوده  2شود روش  همانطور که دیده می

)aاي به مرکز  ) کره3 , , )0 0:  
 

 

r A amax ,    
2 2

2  

  
  الف)

  x y a z a x y z ay( )       2 2 2 2 2 2 2 2  
  r ar r asin sin sin sin     2 2 2  

  ب)

  

A r a

f f r a

g g

max ,

( ) ( ) sin sin sin

( ) ( ) sin

 





 





    

  

 





  

     


  

2 2

2

2

2

1 2

1

  

)aاي به مرکز  ) کره4 , , )0 0  
  

  r A amax ,   
2

02  

z

y

x
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  الف)  

  x a y z a x y z ax( )       2 2 2 2 2 2 2 2  

  r ar r asin cos sin cos     2 2 2  
  ب) 

  



 
   

 
  

2

0

2
1

2
1

A a

f f
r a

g g

( ) ( ) sin
sin cos

( ) ( ) cos





  
 

  

  

توان به راحتی بـا   قرار گیرد نیز می xyگانه صفحه  4هاي  ساز ربع که کره روي نیم را هایی حالت
  روش دوم مشخص کرد.

  ابع برداري:هاي شامل تو انتگرال 1-7
دسـته خطـی، سـطحی و حجمـی      3ها به  ها) انتگرال در درس الکترومغناطیس (مثل بقیه درس

  شوند. تقسیم می

انتگرال خط: 


C
Adl.  

Aحاصل این انتگرال یک کمیت اسکالر بوده و بیانگر کار انجام شده توسط بردار 


 Cدر مسـیر   
  ت. اجزاي این انتگرال به صورت زیر است:اس

dl


  C: عنصر طول در امتداد مسیر 
A


  : برداري دلخواه و در حالت کلی تابع هر سه مختصه
  

    
  

علامتبسته باشد از  Cاگر مسیر 
C شود. ده میگیري خطی استفا براي انتگرال  

  
هاي دیگر از انتگرال خطی به صـورت   صورت

C
A dl


 ،

C
Adl


(حاصـل آنهـا کمیـت بـرداري اسـت)       

C
Adl


(حاصل کمیت برداري) و  
C
Adl باشد. اصل اسکالر) می(ح  

  

y

z

x A

a

C
bdl
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انتگرال خطی : 1مثال 
C
A dl


  را براي مسیر بستهC .در شکل زیر محاسبه نمایید  

  

x y zA xya yza xzaˆ ˆ ˆ  


  
  
  
  
  

انتگرال تبـدیل   4را به  یو در نتیجه انتگرال خط ikگانه  4مسیر داده شده را به مسیرهاي  پاسخ:
  کنیم. می

  
zx y

x y z
AA A

A xy a yz a xz aˆ ˆ ˆ  


  

  برابر است با: 3kمعادله مسیر 
x z x z

y

    
 

1 1
1  

  

         1 2 3 4
       


c ab d

a b c d
abcda

A dl A dl A dl A dl Adl. . . . .  

    
 

 
 1

1 1
0 1

0


b x

a

dl dxa x
k A dl

y z

ˆ ,
. ,  

     
1 1
0 0 0


x x xA dxa xya dxaˆ ˆ ˆ. .  

  c y
b

dl dy a y
k A dl

x z

ˆ ,
. ,

,

  
 

 
 2

2 2
0 1

1 0




  

      
1 1

2 20 0 0


yk A dy a k yz dyˆ.  

   
    

    
  3

3 3 31 0 1 0 1


d x z

x zc

dl dxa dza
k A dl k A dx A dz

y x z

ˆ ˆ
.

, ,
  

   k xydx xz dz x z,          
0 1

3 1 0
1 1 1 11
2 2 3 3

  

y

z

x

dl

l
b

c

l
a
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 4

4 4 0 1 0 1 0


a y z

d

dl dya dza
k A dl

x y z

ˆ ˆ
. ,

, : , :
  

            
0 0

4 4 1 1
1
3y y z zk A d A d z y k yz dy yz dz,  

  i
iabcda

A dl k.


      
4

1

1 1 20 0
3 3 3


  

انتگرال : 2تست 
c
AdL


اي به صـورت   در دستگاه مختصات استوانه Aه وقتی ک 


RA âsin 

yواقع در صفحه  aاي به شعاع  نیم دایره cبیان شود و  x  و محدود به  0   باشد، کـدام
  (تألیفی)  است؟ (مرکز نیم دایره بر مبدأ مختصات منطبق است).

1 (xâ

2

  2 (x
a

â



2

  3 (y
a

â
4

  4 (y
a

â

2

  

  به صورت شکل زیر است cمسیر پاسخ: 
  
  

R a dz dR, ,  0 0  
  
  

        0


R zdl dRa Rd a dza Rd a ad aˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,        

  RAdl a adˆsin ( )
   0


  

  x yc
Adl a a adˆ ˆsin (cos sin )

      0


  

        2
0 0x ya a d a dˆ ˆsin cos sin
       

   x ya a aˆ ˆ( )
    

0
2

  

  y
a

â



2

  

  صحیح است. 4گزینه 

y

z

x



c
a
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ي  ي مثلثاتی به اندازه هاي مربع سینوس در یک بازه انتگرال توجه:
2

 ،  و2     برابـر نصـف بـازه

  خواهد بود:

  xdxsin
  

  2
0

0
2 2

  

  xdx
( )

sin




 




 
  2

2

2 2 2
2 2

  

  xdxsin
 


  2 2 2

0
0

2 4
  

  
 

2 2
0

0 2
2

xdxsin
 

  

انتگرال سطح 
s
A ds.
  و

s
A ds.


  

صورت  به انتگرال سطح
s
Ads.


Aشود که از ضـرب داخلـی بـردار     تعریف می 


dsدر بـردار   


 

dsآید.  بدست می


  و در جهت عمود بر آن است:   dsبرداري به اندازه عنصر سطح  
  ds n dsˆ


  

  
  

A ds A ds A ds. | || |cos ( cos )  
  

  

A ds Ands An dsˆ ˆ. . ( . ) 
  

  
  
  
  
 مقدارA ds.


تواند مثبـت یـا منفـی باشـد (وابسـته بـه اطلاعـات         یک کمیت اسکالر است و می

  ساختار)
 ست که برداراگر انتگرال روي سطح بسته انجام شود، معمول اds


در تمام نقاط سطح به طـرف   

  بیرون آن در نظر گرفته شود.
  عنصرds  این قدر کوچک است که بردارA


  تواند داشته باشد. در محل آن فقط یک مقدار می 

A


s

A.n

ds=n ds
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انتگرال 

s
A ds.


  معرف شار عبوري توسط بردارA


   باشد. می sاز سطح  

  اگر بردارA


یکنواخت باشد یعنی تغییرات مکانی نداشته باشـد   
Aدر این صـورت   ds AS. 


     شـار را بـا علامـت   نشـان

  دهند. می
  

s
A ds.  


  
  در الکترومغناطیس اگرA


شـار الکتریکـی    باشد  یمیدان الکتریک 

Aو اگر 


  شار مغناطیسی خواهد بود. میدان مغناطیسی باشد  
  از آنجایی کهA ds A ds. | || |cos

  
 ،Max  مقدار این عبارت یعنی شار گذرنده از سـطح، 

Aافتد که  موقعی اتفاق می


dsو  


)هم جهت باشند.   )  0  

  
ج) سطح موازي میدان 

A ي  قرار دارد.  ب) سطح با زاویه  نسبت به میدان


A  قرار دارد.  الف) سطح عمود بر میدان


A .قرار دارد  

min  0 ج)  
A S

max

| | cos

 

 

 



0  ب)  ASmax   الف)  

Aدر بحث انتگرال سطحی، لزوماً 


dsو  


شـود و در ضـرب    در یک دستگاه مختصات بیان نمـی  
  این دو بردار لازم است تبدیل بردارها صورت بگیرد.

  
ــورت  در حالـــت کلـــی معادلـــه Sســـطح  اي بـــه صـ

f x y z k( , , )   دارد که در آنk  .مقداري ثابت است

dsر حالت کلی بردار د


 Sرا که در هر نقطه بـر سـطح    
  توان از تعریف گرادیان بدست آورد. عمود باشد می

  

S  nبردار یکه عمود بر سطح 
f

a
f

ˆ
| |





  

x

y

z

dy
dx

dsz

s

ds

n z


Area=S

A
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  u u z z n zds ds a ds ds a dsa aˆ ˆ ˆ ˆ. . ( ).   
 

  
      In z za a ds ds an a dsˆ ˆ ˆ ˆ. cos . | cos |   

    zds
ds

| cos |
  

  z
n n n

n z

dx dyds
ds dsa a ds a

a a
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ| cos | | . |
   

 
  

dsاي دارد بهتر اسـت از تصـویر   معادله پیچیده nâو در نتیجه Sبنابراین در مواردي که سطح 


 
  روي یکی از صفحات منطبق بر محورهاي مختصات استفاده کرد:

  

x

y

z

ns
n x

ns s
n y

ns
n z

dy dz
Aa

a a

dx dz
A ds A a

a a

dx dy
A a

a a

ˆ.
ˆ ˆ| . |

ˆ. .
ˆ ˆ| . |

ˆ.
ˆ ˆ| . |




 







 





 



  

مقدار انتگرال  :3تست 
s
A ds.


xکه در آن   y zA ya za x aˆ ˆ ˆ   22


بـه صـورت    Sباشد و  می 
  شکل زیر است، کدام است؟ (تألیفی)

1 (132  
2 (128  
3 (132  
4 (128  
  نویسیم: را به صورت زیر می Sي سطح  معادله پاسخ:

  x y  28 fیا  0 x y z x y( , , )   28 0  
yروي صفحات  Sتصویر سطح   xو  0    هاي زیر است: به صورت 0

z

y

sx

z

x

sy

  

xS  تصویرS ي  روي صفحهx    است 0
  

yS  تصویرS ي  روي صفحهy    است 0
  

zS  تصویرS  روي صفحه 0z است  

z

y

x
y = x

s
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  :xSحل روي 

  x y
n

a yaf
f x y a

f y

ˆ ˆ
ˆ

| | ( )


     

 

2
2 2

8 2
8 0

8 2
  

  
x

n n xs s
n x

dydz
A ds A a a a

a a y
ˆ ˆ ˆ. . , .

ˆ ˆ| . |
 


  2

4

16

 
  

  
x

x y
x y zs

y

a ya dydz
ya za x a x

y

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ( ). ,




   




2

2
42

16

8 2
2 0

64 4
  

  
xs

y yz dydz ydy z dz( ) ( )       
4 6

0 0
1 18 8 128
4 4

  

  توان نوشت: را به صورت زیر نیز می fتابع 

   128  انتگرال


      


2
2

8 2
8 0

64 4

x y
n

a ya
f y x a

y

ˆ ˆ
ˆ  

         8 128
 

y yns s
n y

dx dz dx dz
A ds Aa y yz

a a y
ˆ. . ( )
ˆ ˆ.

  

  
  ي گذرنده از سه نقطه را بلد باشیم ي صفحه ها لازم است که معادله در بعضی از سوال

aي گذرنـده از سـه نقطـه معلـوم      ي صـفحه  معادله b c( , , )1 1 1 ،a b c( , , )2 2 aو  2 b c( , , )3 3  در دسـتگاه  3
  کارتزین به صورت حل دترمینان زیر است:

  
x a y b z c

a a b b c c

a a b b c c

....

  
    
  

1 1 1

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

0  

  
Advانتگرال حجم: 

  
هـاي محاسـبه    تـرین نـوع انتگـرال اسـت و همـواره بـا اسـتفاده از روش        این نوع انتگـرال سـاده  

Advآید. انتگرال حجم عمومـاً بـه صـورت     ادگی بدست میهاي سه گانه به س انتگرال


کـه در آن   
A


  شود. کمیتی برداري است ظاهر می 
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انتگرال  :2مثال 
v
Adv


Aرا وقتی که  


rAدر دستگاه مختصات کروي به صورت   a
r
ˆ

2
1

بیان  

1حجم  vشود و 
8

و مرکزي منطبق بر مبدأ مختصات و محدود بـه   aاي به شعاع  کره 
 0

2
 

و 
 0

2
  باشد، محاسبه کنید. 

  پاسخ:
  dv r d d dsin     2  

     
 

2
2
1
8


rAdv a r drd d drd dˆ ( sin ) sin       

  r x y za a a aˆ ˆ ˆ ˆsin cos sin sin cos        

  a
xv

Adv a dr d dˆ sin cos



 
   

 
 
  

   
4

2 22
0 0 0


  

  a
ya dr d dˆ sin sin


 

   
 
 
  
  

4
2 22

0 0 0  

  a
za dr d dˆ sin cos

 
   

 
 
  
  

1
2

2 20 0 0  

  یادآوري:

  b
a

a b
dsin  


 2

2
  

  در نتیجه:

  x y z
a

Adv a a aˆ ˆ ˆ( )


   4


  

  هاي اسکالر و برداري مشتق میدان 1-8
دهـد   را نشان مـی  اسکالریک کمیت  حداکثر نرخ افزایشري را که اندازه و جهت بردا گرادیان:

) شکل زیـر مقـادیر   fدهد. (عملگر گرادیان:  تحویل می بردارگیرد و یک  می تابعاین عملگر یک 
  دهد: یک تابع را نشان می
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  نقاط مشکی: بیانگر مقادیر بزرگ تابع است.
  نقاط سفید: بیانگر مقادیر کوچک تابع است.

گرادیان تابع مورد نظر است که اندازه و جهت حداکثر نرخ افزایش تـابع را از نقـاط     ها فلش
  دهد. سفید به مشکی نشان می

  

  مختصات مختلف: هاي گرادیان در دستگاه

)f (کارتزین   یک تابع اسکالر دلخواهx y z
f f f

f a a a
x y z
ˆ ˆ ˆ

  
   

  
  

Rاي  استوانه   z
f f f

f a a a
R R z
ˆ ˆ ˆ

  
   

  
1  

rکروي   
f f f

f a a a
r r r
ˆ ˆ ˆ

sin   
  

   
  

1 1  

  
fگرادیان تابع اسکالر  x y z( , , f) برداري است که بر سطح f(یعنی  ( x y z k( , , )


 باشد. عمود می  

  
 اسـکالر کند و حاصل تـابع   عمل می برداريمشتق فضائی است که روي یک میدان انس: ژدیور

  باشد. می
 باشـد و   میدان برداري بیانگر: آهنگ تغییر یک مولفه بردار در راستاي خودش می دیورژانس یک

  معیاري براي تعیین همگرائی یا واگرائی میدان برداري در نقطه مورد نظر است.
  دیورژانس را با عملگرA.


  دهند. نشان می 

 ثابت
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Aبراي بردار 


A.با توجه به علامت  


  بندي زیر را ترتیب داد: توان طبقه می 

  A


A.چشمه  به صورت منبع یا   0


  

  A


A.به صورت چاه یا سینک    0


  

  A


A.اي  سیموله   0


  
  

هـاي زیـر    ج آب از شیلنگ و فـواره اسـت کـه در شـکل    دو نمونه مهم از دیورژانس طبیعی خرو
  شوند: مشاهده می

  شیلنگ دیورژانس:
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 هاي برداري زیر دیورژانس دارند؟ کدام یک از میدان  

  

  
A :E.دیورژانس در نقطه     0


  

P :E.دیورژانس در نقطه     0


  
B :E.دیورژانس در نقطه     0


  

  

  
  مفهوم فیزیکی عملگر دیورژانس به زبان دیگر:

اي کـه بـه مـا     کند، نتیجه در یک نقطه دلخواه از فضا عمل می برداريوقتی اپراتور دیورژانس روي یک تابع 
  است. کننده آن برداراسکالر تولیددهد وجود یا عدم وجود منبع  می

  
  دیورژانس در دستگاه مختصات مختلف:

A


  برداري دلخواه در دستگاه مختصات است. 

کارتزین   
 

   
  

 yx z
AA A

A
x y z

.  

zاي  استوانه  
R

A A
A RA

R R R z
. ( ) 



 
   

  
1 1

  

کروي   
 

   
  

2
2
1 1 1

r

A
A r A A

r r rr
. ( ) (sin )

sin sin
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  باشد: خودش میمولفه یک بردار در راستاي  (مشتق) آهنگ تغییردیورژانس بیانگر 

xمثلاً در کارتزین با فرض  xA A â


 :  xA
A

x
.


 




  

یا در کروي با فرض 

A A â   :  A

A
r

.
sin


 


 


1
  

  است پس: râو در جهت  rتابعیت  Aمطابق شکل زیر بردار  مثال:

r rA A â


  


    


2
2
10

 
rA A r A

rr
. . ( )  

  
  
  

ثابت است و چون خود  متغیر ولی در جهت  rي بردارها در جهت  با توجه به شکل اندازه

A 

  ست.است پس دیورژانس آن مخالف صفر ا râدر جهت 
  است. بردارشود و حاصل یک  اعمال می برداريمشتق فضائی است که روي یک میدان  کرل:

  
 

  



0


  c

ns

Adl
curlA A a

s

.
ˆ: lim  

nâ  شود  مشخص می دست راستتوسط قاعده 4  انگشت در جهت مسیرC .قرار گیرد  
  خواهد بود nâانگشت شصت جهت 

  
بردار حول نقطه مورد نظر اسـت و سـنجش از قـدرت     چرخشکرل یک میدان برداري تعیین کننده مقدار 

Aبودن بردار  گردابی


  باشد. می 

  
 داري صفر باشد ک براگر کرل ی    0

 
A A(  پایسـتار  یـا  بردار: غیرچرخشی، ذخیـره شـونده   (

  است.
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  هاي مختلف: کرل در دستگاه

اي  استوانه
R z

R z

a Ra a

A
R R z

A RA A

ˆ ˆ ˆ




  

  
  

1
کارتزین   

x y z

x y z

a a a

A
x y z

A A A

ˆ ˆ ˆ

  
  

  


  

کروي     
  

  2
1

r

r

a ra r a

A
rr

A rA r A

ˆ ˆ ˆsin

sin
sin

 

 



 


  

  
  باشد مثل: خودش می غیر راستايکرل بیانگر آهنگ تغییر مولفه یک بردار در 

zمثال:  zA A â 


  z z
x y

A A
A a a

y x
ˆ ˆ

 
   

 


  

r مثال: rA A â 


  
                  2

1
r rA A

A ra r a
r

ˆ ˆsin
sin

 
 

  

  باشد: خودش می راستايه دیورژانس بیانگر آهنگ تغییر مؤلفه یک بردار در در حالی ک
Aمثال:  A â 


  

  A A
r

. (sin )
sin 

 


 


1
  
  

  هاي زیر را در صورت وجود مشخص کنید: کرل و دیورژانس میدانسوال: 
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  توان با روابط زیر مدل کرد: را می bو  aهاي  میدان شکل

  y y

y y

x A A a
a A A a b

x A A a

ˆ
ˆ) )

ˆ 

   
   

0
0




  

  
A A

A A

. .       
       

0 0
0 0

 

   

  
شد. ولی اگر در یک میـدان   نخواهدیجاد قرار دهیم چرخشی در پره ا کرل صفراگر یک پره را در میدان با 

(قاعـده   nâشـد. جهـت چـرخش آن بـا جهـت       خواهدقرار دهیم چرخشی در پره ایجاد  کرل غیرصفربا 
  دست راست) متناسب خواهد بود.

    
  

Aیک تابع اسکالر و  fبا فرض اینکه 


  میدان برداري باشد، اتحادهاي زیر در زمینه کرل برقرارند: 

  fA f A f A( ) ( )       
  

  

  

)f  کرل گرادیان هر کمیت اسکالر همواره صفر است. )    0  
).A  دیورژانس کرل هر کمیت برداري همواره صفر است. )    0


  
  
  

Eشــدت میــدان الکترواســتاتیکی 


داراي  qمنفــرد  در اطــراف یــک بــار 
  هاي زیر است: ویژگی

E(در فصل دوم خواهیم دید که 


raمتناسب است با:  qبار منفرد  
r
ˆ

2
1(  

E E. .    0 0
 

  

E.  0


  بار منفی 
  

 بردار

 بردار
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  هاي غیرچرخشی روابط زیر معادلند: در میدان

1 (A   0


  

2 (b
a
A dl.


  مستقل از مسیر است 

3 (
c
A dl.


 صفر خواهد بود  

4 (A


  گرادیان یک تابع اسکالر است  
A

A V
V( ) 

  
  

   

0
0




  

  
  

  اي روابط زیر معادلند: ولهلهاي سیم در میدان
1 (A.  0


  

2 (A ds. 


  است براي هر مسیر فرضی مستقل از سطح 

3 (
s
A ds.  0


  

4 (A


B  کرل یک بردار است:  A B.( )       0
 

  
  

  (مشتق دوم) f2لاپلاسین: 

ریاضی) یک  این عملگر (صرفاً 
 
 

گیرد و خروجی آن نیز یک  می  
 
 

  است. 

  
  شود. لاپلاسین یک تابع اسکالر، به صورت دیورژانس گرادیان آن تابع تعریف می

  لاپلاسین در دستگاه مختصات مختلف:

fکارتزین    f f
f f

x y z
.( )

  
      

  

2 2 2
2

2 2 2
  

اي  استوانه      
   

   

2 2
2

2 2 2
1 1f f f

f R
R R R R z

  

کروي      f l f f
f r

r rr r r
sin

sin sin


   

    
   

    

2
2 2

2 2 2 2 2
1 1  

 اسکالر

  تابع
 بردار

  تابع
 بردار
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  شود: آن بردار تعریف می کرل کرل، منهاي گرادیان دیورژانسبه صورت  تابع برداريلاپلاسین یک 

  A A A( . )        2   
  

 باشد: هاي آن می در دستگاه مختصات کارتزین، لاپلاسین یک بردار مساوي مجموع لاپلاسین مولفه  

  x x y y z zA A a A a A aˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )      2 2 2 2
  

A2 کرويو  اي استوانههاي  ولی در دستگاه  .باید از بسط سمت راست عبارت اولی حاصل شود  
  

  قضایاي مهم در الکترومغناطیس 1-9
هاي فضائی که بررسی شد در جاهاي مختلف کاربرد دارنـد، بـه عنـوان مثـال      هر کدام از مشتق

ي دیـورژانس کـاربرد دارد، یـا کـرل در      ي دوم ماکسول و قضیه دیورژانس در قانون گوس یا معادله
موارد خـواهیم   ني استوکس کاربرد دارد که به مرور به ای معادله اول ماکسول و قضیه قانون آمپر یا

  پرداخت.

  
  آن ناحیه است روي مرزبرابر مقدار تابع  ناحیهروي یک  مشتق تابعانتگرال 

V ي گرادیان: قضیه      خط      مشتق تابع  ناحیه          ابتدا و انتهاي خط مرز  

x

y

(b)(a)

y

x a,b

b

a

 
b

L
a )a(f)b(fdl.f  

L
dl.f

  
F. ي دیورژانس: قضیه


  = مرز یرنده حجمسطح در بر گ      = ناحیهحجم        = مشتق تابع

Fي استوکس:  قضیه 


  = مرز خط در بر گیرنده سطح      = ناحیهسطح      = مشتق تابع

  قضیه دیورژانس
Aبراي بردار 


  باشد طبق این قضیه: Vکه داراي حجمی برابر  Sو سطح بسته  
  

s v
A ds A dv. ( . )  
 

  
Aعبارت دیگر انتگرال حجمی دیورژانس یک میدان برداري مانند  به


برابر است بـا   

Aشار کل خروجی بردار 


  ي مورد نظر. از حجم در برگیرنده 
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  تعبیر فیزیکی قضیه:

A.واگرائی (منبع یا چاه بودن) قدرت همگرایی یا    


  

هاي موجود در حجم مجموع چشمه یا چاه  
v

A dV V( . ) 


  

حاوي حجم Sمیزان آب (شار) گذرنده از سطح بسته   
s
Ads V. 


  
  
  

و یا بـرعکس تبـدیل    حجمیرا به یک انتگرال  سطحیتوان یک انتگرال  ي دیورژانس می با استفاده از قضیه

dsي دلخواه کـه محاسـبه یـا مشـخص کـردن       از سطح بسته شار خروجیکرد. از این قضیه در محاسبه 


 
  توان استفاده کرد. سخت باشد می

  
rحجم : 4تست  a ،x  0 ،y  0 ،z  است (شـکل زیـر)،    aاي به شعاع  یک هشتم کره 0

s
Ads.


  این حجم کدام گزینه است؟ (روي سطح دربرگیرندهA


  به صورت زیر است) 

rA r a r a r aˆ ˆ ˆcos cos cos sin      2 2 2
  

1 (a 2

4
  2 (a 2

2
  

3 (a 2  4 (a 4

4
  

  

  توان به جواب رسید: انس براحتی میي دیورژ با استفاده از قضیه پاسخ:

  r

A
A r A A

r rr
. ( ) (sin )

sin sin



   

 
   

  
2

2
1 1 1

  

  r r r r
cos cos

cos cos cos cos
sin sin

 
   

 
   4 4  

  a
s

v

Ads A dv r r drd d. ( . ) ( cos ) sin
 

         2 2 2
0 0 0 4

 
  

  a a 
    

4 414
4 2 2 4

  

  صحیح است. 4ي  گزینه

s
v

x

y

z
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  ي استوکس (کرل) قضیه
  طبق این قضیه:

  
c s
Adl A ds. ( ).   
  

  
Aیک میدان برداري مانند  طحی کرلانتگرال سبه عبارت دیگر 


 باز سطح، روي یک 

Aبردار  بستهبرابر است با انتگرال مسیر 


  گیرد. را در بر می s سطحروي مسیري که  

  
ل سطحی را فقط روي سطح ناشی ي استوکس، انتگرا در استفاده از قضیه

ds، یعنـی  کنـیم  محاسبه می cي  از مسیر بسته


. (بـا  cناشـی از مسـیر    
 cانگشـت در جهـت مسـیر     4استفاده از قاعده دست راست، طوري کـه  

  دهد) سطح را نشان می nâباشد و انگشت شصت جهت 
  
  

  ي استوکس: تعبیر فیزیکی قضیه
Aقدرت گردابی بودن میدان برداري    A  

 
  

هستند  Sتصور کنید یک سري چشمه آب داخل سطح 
  شوند که باعث چرخش جریان آب داخل سطح می
ها روي سطح  مجموع این چشمه  

s
A ds( ).  


  

 sي سطح  در برگیرنده cچرخش آب روي مسیر   
c
Adl. 


  
هاي داخل  گیري چشمه به عبارتی دیگر برآیند جهت

    است. cهمان جهت آب در روي مسیر  sسطح بسته 
  

انتگرال خط  :5تست 
c
AdL.


  براي مسیرc (تألیفی)   داده شده در زیر، کدام گزینه است؟  
1 (e( ) 1  2نامحدود (  

3 (e( )


1
2

  4 (
e
( )




1 1
2

  

=
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گر بخواهیم از خود پاسخ: ا
c
A dl.


  استفاده کنیم، چون مسیرc 
r شامل  rدر  Aاست مطابق شکل بردار  0  تعریف نشـده   0

را در همسـایگی مبـدأ تغییـر بـدهیم و بـه       cشود و باید مسیر  می
(که  صورت قوس با شعاع   ) حل کنیم، ولی بـا اسـتفاده   0

  شود: تري حل می ی بیشي استوکس مسئله با سادگ از قضیه
  

  
s

abca

I Adl A ds. ( ).   
  

  

  
r

r

a ra r a

A
rr

rA e

ˆ ˆ ˆsin

sin

 





 


  
  

  



2
1

0 0


  

  
re

a ds rdrd a r k
r
ˆ ˆ, , , , 


  


       0 1 0

2


  

     r
r

s
e

I a rdrd a e drd
r e
ˆ ˆ



 


 


 
       

 
   2

1
0 0

1 1
2

  

  صحیح است. 4گزینه 

  
  ي استوکس: را در نظر بگیرید، طبق قضیه cبا مرز مشترك  sو  sدو سطح 

  

  
s s c

A ds A ds Adl( ). ( ). .        
    

  

  ts s s ds ds,    
 

  

  

 مقدار :6تست 
s

I A ds( ). 


xقسمتی از کره  sکدام گزینه است. به طوري که   y z( )   2 2 22 8 

zه در صفحه است ک  گیرد و  قرار میyz xyz
x y zA y za x e a e aˆ ˆ ˆcos   2 3

  .باشد می 
1 (6  2 (18  3 (4  4 (12  

c
s

s
St
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  کنیم ي قبلی در حل تست استفاده می از نکتهپاسخ: 
  

                               zds RdRd â 


Ddsیا  


  

zS 2اي به شعاع  دایره S x y: :   2 2
0 4  

  
  

  DS D
I A ds A ds( ). ( ).      

  
  

  z
yz

z
z

S A x e y xz
x y

( ) ( ) ( cos )


          
3 2

0
0


Dzیا   S@ 0  

  x y ydy,   
22
23 2 2 0  

  
SD

I x RdRd R dRdcos
       

2 22 3 2
0 03 3 12  

  صحیح است. 4ي  گزینه

rاگر  :7تست  x y z  2 2 فاصله از مبدا در مختصات کروي باشد، حاصل انتگـرال زیـر    2
ثابـــت اســـت) و  و بـــه مرکـــز مبـــدا چقـــدر اســـت؟ ( 1اي بـــه شـــعاع  روي حجـــم کـــره

r r
I e dv

r

ˆ
( ) .( )   2
  )91(دکتري   1

1 (8  2 (4  3 (8  4 ( e
 

14 1  

  پاسخ: روش اول:
  کنیم: ي دیورژانس و اتحاد برداري زیر استفاده می انتگرال داده شده را تجزیه کرده و از قضیه

  
v s

Adv Ads) . .  1
 

  
  fA f A f A f A fA f A) .( ) . . . .( ) .          2

     
  

  r r
v v v

r r r
e dV dV e dV

r r r

ˆ ˆ ˆ
( ) . . .                 

       2 2 2
1  

  r r
s v

r r
I r r d d r e e dV

r r r

ˆ ˆ
ˆ ˆ( ).( sin ) .( ) ( )             2

2 2 2
1

 
  

S

an=az

CD
s:s|z=

 نسطرف دوم قضیه دیورژا                 طرف دوم اتحاد برداري   
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S S

r r

v
e e

I d d r r d d r r drd d
r r

ˆ ˆsin .( sin ) sin
 

        
  

   
 

  
1 2

2 2
2 2   

  r re d d e drd dsin sin
                  

2 1 2
0 0 0 0 04  

  e e( )         4 4 1 4 8  
  ي کروي: استفاده از تعریف ضربه روش دوم:

  r
r

r

ˆ
. ( )   
 2

4  

  r
v

I e r dv e r dv( ) ( ) ( ) ( )         1 4 1 4 8  
  صحیح است. 3ي  گزینه

  ) اتحادهاي برداري2هاي برداري    بندي مشتق ) جمع1پیوست:  1-10
ضـرایب   uhو  wh ،vhمتغیرهاي دسـتگاه مختصـات هسـتند.     wو  vو  uهاي برداري:  مشتق

Aمقیاس یا متریک هستند و 


  تابع اسکالر است. fبردار دلخواه و  

  v w u w u v u v w
u v w

A h h A h h A h h A
h h h u v w

. ( ) ( ) ( )
          

1
  

  u v w
u v w

f f f
f a a a

h u h v h w
ˆ ˆ ˆ

  
   

  
1 1 1  

  
u u v v w w

u v w
u u v v w w

h a h a h a

A
h h h u v w

h A h A h A

ˆ ˆ ˆ

  
  

  
1

  

v w w u u v

u v w u v w

h h h h h hf f f
f f

h h h u h u v h v w h w
.

                                 
2 1  

  ختلف به صورت جدول زیر است:هاي مختصات م ضرایب مقیاس (متري) در دستگاه
  مختصات کارتزین  ضرائب متري

x y z( , , )  
  اي مختصات استوانه

R z( , , )  
  مختصات کروي

r( , , )   

uh  1  1  1  

vh  1  R r 

wh  1  1 
r sin  
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  هاي برداري در دستگاه مختصات مختلف: مشتق
  مختصات کارتزین  اي مختصات استوانه  

  x y z R z
f f f f f f

f a a a f a a a
x y z R R z
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

     
       

     
1  

  yx z z
R

AA A AA
A A RA

x y z R R R z
. . ( )




   
       

     
1 1 

  

  
R zx y z

x y z R z

a Ra aa a a

A A
x y z R R z

A A A A RA A

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ 




     

     
     

1 
  

   f f f f f f
f f R

R R Rx y z R z

      
       

     

2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2 2
1 1  

  مختصات کروي

  r
f f f

f a a a
r r r
ˆ ˆ ˆ

sin   
  

   
  

1 1  

  r

A
A r A A

r r rr
. ( ) (sin )

sin sin



   

 
   

  
2

2
1 1 1

  

  
r z

r

a ra r a

A
rr

A rA r A

ˆ ˆ ˆsin

sin
sin



 



 


  
  

  2
1

  

     f f f
f r

r rr r r
sin

sin sin


   

    
   

    

2
2 2

2 2 2 2 2
1 1 1  

  اتحادهاي برداري:
  A B C B C A C A B) ( ). ( ). ( ).    1

       
  

  A B C B A C C A B bac cab) ( ) ( . ) ( . ) :    2
       

  
  A B A B) .( ) . .     3

  
  

  f g f g) ( )     4  
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  A B A B) ( )        5
  

  
  fA f A f A) .( ) . .    6

  
  

  fg f g g f) ( )    7  
  fA f A f A) ( )       8

  
  

  A B B A A B) .( ) . .       9
    

  
  A B A B B A A B B A) ( . ) ( . ) ( . ) ( ) ( )            10

        
  

  A B A B B A B A A B A B B A) ( ) ( . ) ( . ) ( . ) ( . ) ( . ) ( . )              11
            

  

  f f) .  212  
  A) .   13 0


  

  f)   14 0  

  A A A) ( . )       215
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  ]هاي تکمیلی فصل اول  تست[
)مسیر نشان داده شده در شکل زیر یک نیم دایره به شـعاع یـک و مرکـز     - 1 , , )0 اسـت.   10

Aانتگرال میدان برداري 


Aروي این مسیر کـدام گزینـه اسـت. میـدان      


در مختصـات   
Rاي بیان شده است.  استوانه zA R za a R aˆ ˆ ˆsin cos cos    2 2 2

  

1 (4
3

  2 (
4
3

  

3 (2
3

  4 (1
3

  

  
  

حاصل  -2
c
A dL.


   بـراي بـردار   x zA x z a xz z aˆ ˆ( )   2 2 22


 cو مسـیر بسـته    

  مطابق شکل زیر کدام است؟

1 (4
3

  2 (3
4

  

3 (
3
4

  4 (
4
3

  

xاگر  - 3 yA x a xyaˆ ˆ 23 4


A، انتگرال خـط   dL.


روي مسـیري بـا معـادلات پـارامتري      
y t x tsin , cos 3 2 t( ) 0 کدام است؟  

1 (32  2 (36  3 (40  4 (30  

rAانتگرال میـدان   -4 r a r a raˆ ˆ ˆ( cos ) ( sin cos )      2 3


ي  روي مسـیر بسـته   
  مشخص شده در شکل زیر کدام است؟

1 (
2

  2 (  

3 (3
2

  4 (


2
  

y

z

x
C

z

x

C

x

z

C

y



  الکترومغناطیس   52

 

Aانتگرال  - 5 ds.


rي حجم  ي در بردارنده روي سطح بسته  a, ,      0 0 26 
Aکه 


 باشد، کدام است؟ به صورت زیر می 

    rA r a r a rtg aˆ ˆ ˆsin cos      2 24


  

1 (a



 

 
 

4 3
3 2

  2 (a



 

 
 

4 3
6 2

  

3 (a



 

 
 

4 3
6 4

  4 (a



 

 
 

4 3
3 4

  

xتابع برداري  - 6 y zA x y a xa yzaˆ ˆ ˆ( )   2 2 2


را در نظر بگیرید. انتگرال این تابع روي  
xسطح مثلثی  y z  2 2 zواقع در  6 y x, ,  0 0   کدام است؟ 0

1 (81  2 (58  3 (216  4 (72  

zمساحت قسـمتی از مخـروط    -7 x y 2 xهـاي   کـه بـین اسـتوانه    2 y 2 2 و  1
x y 2 2   قرار دارد، برابر کدام گزینه است؟ 4

1 (6  2 (6 2  3 (3  4 (3 2  

rمقدار انتگرال  -8

v

re d r
r

( . )  3
2 3

rاندازه بردار  rکدام است؟ ( 
  وv اي به مرکز  حجم کره

  است). aمبدأ مختصات و شعاع 
1 (4  2 (4  3 (ae( )  24 1  4 (ae( )   24 1  

است، در این صورت حاصل عبـارت   Sاي باشد که مساحت مرز آن  حجم سطح بسته Vاگر  -9

s
r d. 


  کدام است؟r
 ار مکان و بردd


  برداري در راستاي عمود بر سطح است. 

1 (S3  2 (S2  3 (V3  4 (V2  
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  ]هاي تکمیلی فصل اول  پاسخنامه تست[
  اي عبارت است از: عنصر طول در مختصات استوانه). 3گزینه ( -1

  R zdL dRa Rd a dzaˆ ˆ ˆ  


  
  پس:

  AdL r zdR R d R dz. sin cos cos     2 2 2
  

  باشد: اي به صورت زیر می ي مسیر در مختصات استوانه معادله

x y x y
R R R

x R y R

: ( ) , ,
cos sin sin

cos , sin
  

 

          
 

2 2
2 2 2 21 1 0 0 1 2 1  

  
R

R R
sin

sin


 


 
    
 



2
2

2 0
0

2
  

zهمچنین بر روي این مسیر  0 :است، پس  

  AdL Rd R dz d. sin cos cos sin cos sin


 

              
2

2 2
0 2 2 2 3

0 0 0
0

2 22
3 3


  

  ي استوکس داریم: براساس قضیه). 4گزینه ( -2
  

c s
I AdL A ds. ( ).   

  
  

dsجهت  توجه:


شـود کـه در    و با استفاده از قاعده دست راست مشخص می cاز روي مسیر  
  شود. می yâاینجا 

  yds dxdz â 


  

  
x y z

y

a a a

A za
x y z

x z xz z

ˆ ˆ ˆ

ˆ
  

  
  
 2 2 22 0


  

  
z

I zdxdz z z dz I( )


         
22 2

0 0 0

42
3

  

z

x

x= -z

 ي نیم دایره معادله
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  ).  1گزینه ( -3

  AdL x dx xydy tdx t tdy. cos cos sin   2 23 4 12 24


  
  dx tdt dy tdtsin , cos  2 3  

AdL  پس: t tdt t. cos sin cos
     2 3

0 0
48 16 32


  

  کنیم. ي استوکس استفاده می از قضیه). 3گزینه ( -4
  :S2و  S1شود، دو قسمت دارد  ایجاد می cي  سطحی که توسط مسیر بسته

  

c s
I AdL A ds. ( ).   

  
  

rA a a
cos

ˆ ˆ
sin 




  3 6


  

  
ds بایدحال 


  را مشخص کنیم. S2و  S1مربوط به سطوح  

 ي  اي واقع در صفحه بر روي بخش ربع دایرهz 0:  
  zds RdRd â ,


  1 2


  

  x y z za a a a a aˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos cos cos sin sin


     


     2  
  بنابراین طبق بخش تبدیل عناصر دیفرانسیل سطحی داریم:

  zds RdRd a ds r dr d aˆ ˆ


 


   2
1 1
 

  

 ds


  است:به صورت زیر  S2مربوط به سطح  

  xds dydzâ ,


 2 2


  

  در اینجا نیز طبق بخش تبدیل عناصر دیفرانسیل سطحی که در متن درس بیان شده داریم:

  x y xa a a a aˆ ˆ ˆ ˆ ˆsin cos


  


     2  

  xds dydza ds rdrd aˆ ˆ





   2
2 2

 
  

  
s s

I A ds A ds( ). ( ).      
1 21 2

  
  

x

z

y
S

S
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  ترم دوم عبارت فوق صفر است، پس:

R r R:[ , ] :[ , ]


 20 1 0 1  

I rdrd
  

      2
1
0 0

1 36 6
2 2 2

  

  شکل مسئله به صورت زیر است:). 3گزینه ( -5

rdsروي بخش کروي سطح  a d d âsin   2
1


  و  

Ads a r d d r a. sin ,   2 2 2
1


  

a d dsin    4 2  
  پس:

  
s

Ads a d d a. sin
  

   
 
   
  

  6
1

24 2 4
1 0 0

3
6 4


  

dsروي بخش مخروطی،  r drd âsin  2


  و  

  Ads r dr d r dr d. cos sin ,


      3 3
2 4 3

6


  

  a
s

a
Ads d r dr.

 
   

2

42 3
2 0 0

33
2


  

  
s s s
A ds A ds A ds a. . .




 
    
 
 

  
1 2

4
1 2

3
6 4

    
  

  ي اشاره شده در بخش انتگرال سطحی: طبق نکته). 1گزینه ( - 6

x

ns
x ns

dy dz
I A ds A a x

a a
ˆ. . ,

ˆ ˆ| . |
    0

 
  

f x y z x y z( , , )   2 2  
x y z

n

a a af
a

f

ˆ ˆ ˆ
ˆ

| |

 
 



2 2
3

  

n x n
y yz

A a a aˆ ˆ ˆ. , .


 
22 4 2

3 3


  

  
y

xs

y yz dydz
I y yz dy dz( )
       2

2 6 3 2
0 02

3

2 4 2 81
3

  

S

y

x

z

S

S

y

x

z

S

z+
y
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ي انتگرال سطحی و استفاده از تصـویر   ي اشاره شده در محاسبه با استفاده از نکته). 4گزینه ( -7
ي  سطح مورد نظر روي یکی از صفحات منطبق بر دستگاه مختصات کارتزین (در اینجا صفحه

z    د.توان براحتی این انتگرال را محاسبه کر ) می0

S

Sz

  
zS  ي  ي هـم محـور در صـفحه    تصویر سطح جانبی متشکل از دو اسـتوانهz  اسـت کـه    0

  اي است. مطابق شکل به صورت یک واشر صفحه
  

s

I ds   

  
z

n
n zs

dx dy f
I a

a a f
ˆ,

ˆ ˆ| . | | |


 

  

  
z zs

f dx dy
I

f a

| |

ˆ| . |




  

  x y z
x y

f x y z f a a a
x y x y

ˆ ˆ ˆ       
 

2 2
2 2 2 2

  

  x y
f

x y x y
| |    

 

2 2

2 2 2 2
1 2  

  zf â| . |  1  

  
zs

I dx dy ( )      2 2 4 1 3 2  

  در دستگاه مختصات کروي داریم: نکته:). 1گزینه ( -8

  
n

n
r

rn r n
r a r

rr n

( ) ,
ˆ.( ) , ( )

( ) ,




            

1 02 2
0 04 2
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rبه اینکه با توجه 
r r

â 


nاست بنابراین براي    2 :خواهیم داشت  

    r
r r

r r a r
rr

ˆ. . .( ) ( )        
 

2 2
3

4
 

  

  لذا:

  r

v

I e r d r( )  2 34  

  شود: تر می انتگرال ساده ،با استفاده از خاصیت غربالی تابع ضربه

  
v

I e r d r r d r( ) ( )        3 34 4 4  

 ي دیورژانس داریم: با استفاده از قضیه). 3(گزینه  -9

  
s

I r d r ds r dv. . ( . )       
   

   
rاز طرفی دیورژانس
 :برابر است با  

  x y zr xa ya zaˆ ˆ ˆ. .( )      3  
  I dv v   3 3  
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  ]97هاي کارشناسی ارشد  سوال[
اي  (کولمب بر متر مربع) از روي کـره  sبراي انتقال بارهاي سطحی با چگالی سطحی ثابت  - 1

aاي به شعاع  به روي سطح کره a2به شعاع 
7

 ، چه میزان کار لازم است؟

1 (sa ( )





2 3

0

4
14 2  2 (sa ( )






3

0

2 22 2
7

  

3 (s a ( )





2
3

0

4 2 2
7

  4 (s a ( )



3

0

2 2 22
7

  

از  a3و پوستۀ رساناي کامل به شعاع داخلـی   aفضاي بین یک کرة رساناي کامل به شعاع  -2
پـر شـده    03و  0و ضرایب گـذردهی   2و  دو ناحیۀ رساناي ناقص با رسانایی ویژة 
و  V0است. اگر کرة رساناي داخلی به پتانسـیل   a2است. مرز دو ناحیه، یک کره به شعاع 

پوستۀ رساناي بیرونی به پتانسیل صفر وصل باشند، چگالی بار آزاد سـطحی روي مـرز دو   
rناحیه  a( )  ، چند کولمب بر مترمربع خواهد بود؟2

1 (  V

a


 0 06

7
  

2 (  V

a


 0 03

7
  

3 (  V

a


 0 06

7
  

4 (  V

a


 0 03

14
  

tاگر در لحظۀ  - 3  به طور یکنواخت و بـا   0و گذردهی  و رسانایی ویژة  aاي به شعاع  ، کره0

t باردار شود، بار سطحی روي کره در لحظۀ 0چگالی حجمی  s ، کدام است؟ 5 


  0 

1 (a
e( )








5
0

0
1

3
    2 (a

e( )
 


5

0 1
3

  

3 (a
e( )








5
0

0
1

3
    4 (a

e( )
 


5

0 1
3
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rهاي الکتریکی با چگالی  در فضاي آزاد، دوقطبی -4

r
P k ˆ 2


درون یک پوسـتۀ کـروي بـه     

aتوزیع شده است  bو شعاع خارجی  aمرکز مبدأ مختصات و به شعاع داخلی  r b( )  .
شود. کار انجام شده براي این  نهایت به مرکز این پوستۀ کروي منتقل می از بی qاي  بار نقطه

 انتقال برابر کدام است؟

1 ( kq

b a


0

1 1  2 ( kq

a b


0

1 1  3 (kq

a0
  4 (kq

a


0
  

rروي بخشی از پوستۀ کروي با  - 5 b ،  4 3
و    0 شکل زیر بـار  ، مانند 2

Eتوزیع شده است. میـدان الکتریکـی    sطحی یکنواخت الکتریکی با چگالی بار س


در  
 مبدأ مختصات، کدام است؟

1 (sbE ẑ





02


  

2 (sbE ẑ





2

04


  

3 (sE ẑ



   
 016


  

4 (
 

   
 

2

04


sbE ẑ



  

و پوستۀ رساناي کامل به شـعاع   aفضاي میان کرة رساناي کامل به شعاع شکل زیر، مطابق  - 6

b ویژة اي با رسانایی  را ماده
r

r( )


  0
)rپر کرده است. وابستگی  2 )  چگونه باشد تا بار

 ؟نشودالکتریکی آزاد در فاصلۀ میان دو رسانا ایجاد 

1 (r
r

( ) 
1  

2 (r r( )  2  
3 (r r( )   

4 (r
r

( ) 
2
1  
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pدوقطبی الکتریک  -7
  در فاصلۀz0    از مبدأ مختصـات روي محـورz  حۀ هـا و در صـفxoz 

رسـانا و   xyسازد. با فرض آنکه صفحۀ  می زاویۀ ها zطوري قرار گرفته است که با محور 
pبا پتانسیل صفر باشد، چگالی بار سطحی القایی که توسط دوقطبی 
    روي صـفحۀ رسـانا

Cمبدأ مختصات چند  شود، در ایجاد می

m2 است؟ 

1 (s
p

z

cos 
 

3
0

2  2 (s
p

z

cos 
 

3
0

  

3 (s
p

z

cos 





3
0

2  4 (s
p

z

cos 





3
0

  

  

مفـروض   bو رساناي خارجی بـه شـعاع    aمحوري با رساناي داخلی توپر به شعاع  کابل هم -8
ضریب خودالقایی این کابل بر واحد طول، کدام است؟ بین هادي داخلـی و خـارجی    است.

 فضاي آزاد وجود دارد.

1 (b
L

a
ln




    

0 1
4

  2 (b
L

a
ln




    

0 1
8

  

3 (b
L

a
ln




    

0 1
2 4

  4 (b
L

a
ln




    

0 1
2 4

  

yروي منحنی  Iبخشی از یک سیم با جریان الکتریکی ثابت  -9 x ماننـد شـکل زیـر از     2
)نهایت تا نقطۀ  مثبت بی , )1 کشیده شده است. شدت میدان مغناطیسـی   xoyدر صفحۀ  1

H


 در مبدأ مختصات، کدام است؟ 

1 (I
ẑ(ln(tan ) )





2

4 8 2
  

2 (I
ẑ(ln(tan ) )




 1
4 4

  

3 (I
ẑ(tan )





2

2 8 2
  

4 (I
ẑ(tan )




 1
2 4
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)Magnetizationبا مغناطیدگی  aیک کره به شعاع  -10 Mیکنواخت  ( M ẑ 0


در میـدان   
Bمغناطیسی یکنواخت  B ẑ 0


rنیروي مغناطیسی وارد بر بخـش   قرار دارد.  a 0 ،

  و  20  0چقدر است؟ ، 

1 (M a B
ŷ

 2
0 0

2
  2 (M a B ŷ

 3
0 0

4
3

  3 (M a B ŷ 2
0 0  4 (a

M B ŷ
 3

0 0
2

3
  

x یتی کــه در محیطــی میــدان الکتریکــدر صــور - 11 y zE E a a aˆ ˆ ˆ( )  0 4 3


و میــدان  
xمغناطیسی  y zB B a a aˆ ˆ ˆ( )  0


)vبا چه سـرعتی   qبرقرار باشد، بار   )

    بـه صـورت
Bعمود بر 


 ؟نشودحرکت کند تا بر آن نیرویی وارد  

1 (x y z
B

a a a
E

ˆ ˆ ˆ( ) 0

0
7 2 5  2 (x y z

E
a a a

B
ˆ ˆ ˆ( ) 0

0
15 2 5  

3 (x y z
E

a a a
B

ˆ ˆ ˆ( ) 0

0
7 2 5  4 (x y z

B
a a a

E
ˆ ˆ ˆ( ) 0

0
15 2 5  

mدوقطبی مغناطیسی  -12 m ẑ1 1
 اي به شعاع  در مبدأ مختصات واقع است. حلقهa محور  هم

z، در zبا محور  d  قرار دارد و از آن جریانI2 گذرد. نیروي وارد بـر حلقـه کـدام     می
 است؟

1 (a d
m I z

d a

ˆ

( )





5
2

2

0 1 2
2 2

1
2

  

2 (a d
m I z

d a

ˆ

( )





3
2

2

0 1 2
2 2

3
2

  

3 (a d
m I z

d a

ˆ

( )




5
2

2

0 1 2
2 2

3
2

  

  صفر) 4
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 ]97هاي کارشناسی ارشد  خنامه سوالپاس[

با استفاده از مفهـوم انـرژي ذخیـره    ). 1گزینه ( -1
توان به پاسـخ   شده در خازن و خازن کروي می

  صحیح رسید:
  میزان بار اولیه سیستم برابر است با:

  s s sq S r a( ) ( )      2 24 8  
  انرژي ذخیره شده در خازن با بار ثابت برابر است با:

  q
W

c


2

2
  

aو  a2ي با شعاع  کرهاختلاف انرژي ذخیره شده در 

7
همان میزان کار انجـام شـده بـراي     

  خواهد بود. sانتقال بار 

  W W W q
c c
      
 

2
2 1

2 1

1 1 1
2

  

  r04برابر است با:  rي به شعاع  خازن یک کره

  s s
a

a a
W

a

( )
( )

  

 

 
     

  

2 2 2 3

00 07

8 41 1 14 2
2 4 4 2

  

توان با مفهوم مقاومت حل کرد. در صورت سؤال اشاره به رسانایی  این تست را می). 4گزینه ( -2
توان براحتی مقاومـت کـل سـاختار را بدسـت آورد و از روي      شده که می V0ویژه و پتانسیل 

  را محاسبه کرد: sقانون اهم جریان و در نتیجه 

  a a
a a

dr dr
R

a a a a ar r( )    
          

2 3
22 2 0 00 0

1 1 1 1 1 7
4 2 4 6 484 4 2

  

  V
I aV

R
 0

0 0
48
7

  

، چگالی جریان ثـابتی  V0به خاطر یکنواخت بودن میدان الکتریکی ناشی از اختلاف پتانسیل 
  ي جاري خواهد شد:ودر سطوح کر

  n n
I

I J ds J S J
S

.   
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rدر سطح  a   خواهیم داشت: 2

  n
VI

J
aa




  0 0

2
3
716

  

  را محاسبه کرد. sتوان  ي نرمال چگالی شار الکتریکی می با استفاده از شرط مرزي مؤلفه

   s n n n n
V V

D D J J
a a

    


  
      2 2 0 0 0 0 0

2 1 2 1
2 1 0

3 3 31
2 7 14

  

aي  با زمان به صورت معادله sها فرم  با توجه به گزینه). 2گزینه ( -3

A
Be( )

 


5
0 خواهد  1

  :مرا از روي شرط اولیه و نهایی بار محاسبه کنی Bو  Aبود. کافیست ضرایب 
tي  در لحظه    کره بدون بار است: 0

  st B: ( )    0 0 0 1  
  شود: ره جمع میبا گذشت زمان طولانی کل بار روي سطح ک

  s

a aQ Q
t

S a a
: ( )

  


 
      

34
03 0

2 2 34 4
  

sي  با اعمال شرط حاصل در معادله t( ) ،A شود: حاصل می  

  a a
t A

A
:
 

    0 0 3
3

  

sلذا 
a

t e( ) ( )





 
5

0 1
3

  خواهد بود. 

Pابتدا باید چگالی بارهاي مقید ناشی از بردار ). 1گزینه ( -4


  را محاسبه کنیم: 
  PV P.    0


  

  
    
 

2

2


PS n

r
k r r a

aP a
r

k r r b
b

ˆ
ˆ.( )

ˆ.
ˆ
ˆ.( )

  

  PS

k
r a

a
k

r b
b



  
 

2

2

  

  در سطح
  

 در سطح

  در سطح
  

 در سطح
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هاي کروي داریـم. ایـن توزیـع بارهـا، در فضـاي       بنابراین دو توزیع بار سطحی در روي پوسته
د. در حضور این پتانسیل میـزان  کنند که باید محاسبه شو موجود پتانسیل الکتریکی ایجاد می

Wي  نهایت بـه مرکـز سـاختار از رابطـه     از بی qکار لازم جهت انتقال بار  q V     قابـل
  محاسبه خواهد بود.

Vمرجع پتانسیل         نهایت در بی  0

   a bQ Q k
V

a b a b  
    

0 0 0

1 1
4 4

  در مرکز کره  

   kq
W q V

b a
( )


    

0

1 10  

توان با دو روش حـل   این تست را می). 3گزینه ( -5
  کرد:

و مشـخص   dqگیري متقـارن   المانبا  روش اول:
کردن عامل اسکالرسـاز و اسـتفاده از میـدان بـار     

ــت   ،اي نقطــه ــدأ در جه ــدان کــل در مب  ẑمی
cosخواهــد بــود بنــابراین عامــل اسکالرســاز   

  خواهد بود.
  

  t q s s
dq

dE dE dq ds b d d
b

cos cos , sin      


    2
2

04
  

  s
t

b d d
dE

b

sin
cos

   





2

2
04

  

  s
tdE d d

sin cos  
 




04
  

  s s s
t t zE d E âsin cos





  
  

  


    3

40 0 02 16 16
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ي با چگـالی بـار خطـی     استفاده از میدان یک حلقه روش دوم:

L اي روي محور آن در نقطه  

  L
P

a
E

r

cos 



202

Lیا      
P

az
E

a z( )








3
22 2

02
  

Lتوان از تعمیم این رابطه و استفاده از  حال می sdl       میـدان توزیـع بـار سـطحی را در
  مبدأ محاسبه کرد.

  LRdE
b

cos 



202

  

اي اسـتفاده   استوانه Rبه جاي شعاع حلقه از 
هـاي   شـعاع  ،هاي المان که حلقهکنیم چرا  می

  مختلفی دارند.
  

  R b sin   

  s sbd b d
dE

b

( )( sin ) sin coscos      
 

 
20 02 2

  

  s s s
zE d E âsin cos





  
  

  
     5

40 0 02 16 16


  

  ).  4گزینه ( - 6
.Dاي قانون گوس یعنی  با استفاده از فرم نقطه    که در آن ر حجمـی آزاد  چگالی با

  توان گفت: است می

  J
D E E D J,




 
     

   J.





   

مقـداري ثابـت    Jلازم اسـت عبـارت    ي دیورژانسی بالا، جهت صفر بـودن   طبق رابطه

ي این ثابت بودن نسبت  باشد و لازمه
 :است پس  

  
r

   
2
عدد ثابت1
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Pي بردار  با تجزیه). 4گزینه ( -7


هاي عمودي و مـوازي   به مؤلفه 
Pي موازي  شود که مؤلفه نسبت به سطح رسانا مشخص می


و  

آن در خلاف جهت هم خواهند بود کـه در محـل رسـانا    تصویر 
sتواند باري القا کند چرا که  نمی nE  باشـد و فقـط    مـی  0

  ایجاد کند. sتواند بار  ي عمود بر سطح می مؤلفه
  باشد: به صورت زیر می Pهاي  تصویر مؤلفه

  
Pي  بی الکتریکی بـا انـدازه  بنابراین انگار دو تا دوقط cos     اي در  داریـم و میـدان در نقطـه

  قرار داشته باشد: zراستاي آنها خواسته شده است. براي یک دوقطبی که در جهت محور 

  r
P

E a a
r

| |
ˆ ˆ( cos sin ) 


 

3
0

2
4


  

در راستاي دوقطبی یعنی   یا  0   محور)z   وz  ،(E :برابر است با  

  



 
 


3
0 0

3
0 0

2
4

2
4






z

z

P
a

z
E

P
a

z

| |
ˆ( )

| |
ˆ( )





  

Pباید  Pحال به جاي  cos  .جایگذاري شود  

  s n z z
P P

E a a a
z z

cos cos
ˆ ˆ ˆ. .

 
  

 
  

1 10 1 0 3 3
0 0 0

2
4 2


  

  s n z z
P P

E a a a
z z

cos cos
ˆ ˆ ˆ. ( ).( )

 
  

 
    

2 20 2 0 3 3
0 0 0

2
4 2


  

  s
P

z

cos 





3
0

  کل 

  هاي منفی در مبدأzمیدان ناشی از دوقطبی واقع در 
  

  هاي مثبت در مبدأzمیدان ناشی از دوقطبی واقع در 
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  فصل نهم بررسی شده است. ناین سؤال به عنوان نکته در مت). 3گزینه ( -8

اندوکتانس داخلی یک سیم برابر 


0

8
اي بـه   ي اسـتوانه  است. اندوکتانس داخلی یـک پوسـته   

bنیز برابر  bو شعاع خارجی  aشعاع داخلی 
a

ln



0

2
bد. مقدار باش می 

a
ln

2
تـوان از   را می 

LCتعریف      نیز محاسبه کرد. 0

      
 

0 0
1 2 00 0 0

1
2 2

b
b a

ext exta
dR b

L L
C C aRd dz

ln
, ln



  

  
  

  b b
L

a a
ln ln

  

  
      

0 0 0 1
8 2 2 4

  کل 

  توان از قانون بیوساوار این تست را حل کرد. براحتی می). 1گزینه ( -9

  x y
Idl R

H Idl I dxa dya
R

ˆ ˆ, ( )



    34

  
  

  x y x yR r r xa ya xa ya R x yˆ ˆ ˆ ˆ( ) , | | ( )         
1
22 20

    

  z
I xdy ydx

H a

x y

ˆ

( )


 



 3

22 24


  

  y x dy x dx  2 2  

   


   
    

 
 

 3 3
2 2

2

1
2 4 2

2 2
4 4 4 8 2

1


z z zx

x xdx x dxI I dx I
H a a tg a

x x x x

( )
ˆ ˆ ˆln

( ) ( )


  

  

Mشـوندگی را از روي   ابتدا جریـان مغنـاطیس  ). 1گزینه ( -10


کنـیم و سـپس از    محاسـبه مـی   
dFي  رابطه Jds B 

  
  شود. اصل مینیرو ح 

          0 00
   
m ms n z rJ M J M a M a a M aˆ ˆ ˆ ˆ, sin   

      0 0
  

R Rms x ydF J ds B M B ds a a a aˆ ˆ ˆ ˆsin , cos sin    

       2
2

2 2 0 0
0 0 0 0 2


y y

M B a
F dF M B a d d a aˆ ˆsin sin
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  لازم است برآیند نیروهاي وارد بر آن صفر باشد. qبه منظور عدم حرکت بار ). 3گزینه ( -11
  eF qE qE x y zˆ ˆ ˆ( )   0 4 3

 
  

  m x zF qV B V V x y V zˆ ˆ ˆ,    7
   

  

   m x y z y x z z x y

x y z

F qB V V V qB V V x V V y V V z

B B B

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )      


0 0

0 0 0


  

  :qشرط تعادل بار 
  m eF F  0

 
  

  

y z x

z x y

x y z

E E
V V V

B B

E E E
V V V V x y z

B B B

E E
V V V

B B

ˆ ˆ ˆ( )

     
 
           
 
 
    
  

0 0

0 0

30 0 0

0 0 0

0 0

0 0

7
3

4 2 7 2 5
3

3 5
3


  

Wي  ترین راه استفاده از رابطه ساده). 3گزینه ( -12 m B. 
  است که در آنB


چگـالی شـار    

  دوقطبی مغناطیسی است. مغناطیسی حلقه در محل

  z
I a

B a

a d

ˆ( )

( )





3
2

2
0 2

2 22


  

  m I a
W m B

a d

.

( )


   


3
2

2
0 1 2

2 22

  

  برابر است با: zجایی در جهت  نیروي لازم براي جابه

  z

dm I aW
F a

d
a d

( )( )
ˆ( )

( )


 




3
2

32
0 1 2 2

2 2

2
2


  

  


3
2

2

0 1 2
2 2

3
2


z

a d
F m I a

a d

ˆ

( )

  

 3ي  ین گزینـه نیروي وارد بر حلقه طبق قانون سوم نیوتن منفی این نیـرو خواهـد بـود بنـابرا    
  پاسخ صحیح است.

 نرمالیزه
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  ]97دکتري هاي  سوال[
داراي توزیع بـار سـطحی بـا چگـالی      aاي کروي به مرکز مبدأ مختصات و به شعاع  پوسته - 1

( , ) sin cos      0 ،C

m
( متغیرهاي  و  مقداري ثابت است و  0است که  2(

 مختصات کروي هستند.

 شود؟ پتانسیل الکتریکی ناشی از این توزیع بار در نقاط بسیار دور از کره، با کدام گزینه بیان می

1 (a

r

sin cos  


4
0

303
  2 (a

r

sin cos  


3
0

203
  

3 (a

r

cos sin  


3
0

203
  4 (a

r
sin cos  



2
0

03
  

از مرکز یک کرة رساناي بدون بـار و مجـزا بـه     dمطابق شکل زیر به فاصلۀ  Qاي  نقطه بار -2
 0اي بـه چگـالی سـطحی ثابـت      در فضاي آزاد مفروض است. بار کروي پوسـته  Rشعاع 

R1 ،Rمرکز با کرة رسانا و به شعاع  به صورت هم(کولمب بر مترمربع)  d R( ) 1   حـول
شود. اختلاف کار لازم براي تشکیل این پوستۀ بار نسبت به کـار   این مجموعه قرار داده می

 لازم براي ساختن آن در فضاي خالی، کدام است؟

1 (0  2 (QR

d





2
0 1

0
  

3 (
 R

d

QR

d



 
2

2
0 1

0

  4 (QR

d






2
0 1

02
  

  

، cو شعاع رساناي بیرونی  aمحور بسیار طویل به شعاع رساناي داخلی  اي هم خازن استوانه - 3
aدر فضاي آزاد مفروض است. ناحیۀ  r b c   ها با بـردار   از یک توزیع ثابت دوقطبی

Pقطبش الکتریکی  kr
  ست. محور ساختار منطبق بر محور پر شده اz  وr

  بردار مکان
اي است. اگر رساناهاي داخلی و بیرونی اتصال کوتاه شوند، چگـالی بـار    در دستگاه استوانه

 آزاد در واحد طول رساناي داخلی چقدر است؟

1 (
c
a

k b a( )

ln( )

 2 2
  2 (k a b a

c b

( ) 



2 2 2

2 2
  3 (

b
a

c
a

k ln( )

ln( )

2
  4 (0  
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به صورت متقارن، بین دو نیم فضا با رسانایی  aالکترود رساناي کاملی به شکل کره با شعاع  -4
قرار گرفته است. این الکترود به پتانسـیل   2و  2و  1و  1ویژه و گذردهی الکتریکی 

V0 شود. اگر چگالی بار آزاد سطحی روي کره در نیمۀ واقـع در   نهایت وصل می نسبت به بی
sرا با  1محیط  1

sرا با  2محیط و چگالی بار آزاد سطحی در نیمۀ واقع در   2
نشان دهیم،  

sنسبت 

s




1

2
 کدام است؟ 

1 (


1

2
  2 ( 

 
1 2

2 1
  

3 (


1

2
  4 ( 

 
1 1

2 2
  

، جریـانی بـا   ه ضخامت ناچیز و رسانایی ویژة اي نامحدود، ب در شکل زیر، بر روي صفحه - 5
Aچگالی 

y
m

J J â ( ) در ایـن صـفحه    a2اي به قطر  کند. در صورتی که حفره عبور می 20

)zاي  ایجاد شود، در مختصات استوانه , , )   روي صـفحه، کـدام اسـت؟    توزیع پتانسیل
 است. xyمرکز حفره منطبق بر مبدأ مختصات و صفحۀ رسانا در صفحۀ 

1 (
 



2
0J

a
a

sin





  

2 (
 



2
0J a

sin


  

3 (
 



2
0J a

sin


  

4 (
 



2
0J

a
a

sin





  

نیمی از فضا با یک مادة رسانا با مشخصـات   - 6 2
0

S
m

sin ( )    و  0) ،  20 

)در مختصات کروي) پر شده و نیم دیگر  )   2
فضـاي آزاد اسـت. یـک الکتـرود      

و به مرکز مبدأ مختصات بین این دو نیم فضـا قـرار گرفتـه     aرساناي کامل کروي به شعاع 
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بـه الکتـرود تزریـق     Qکه دقیقاً نیمی از آن درون رسانا است. اگر بار آزاد است؛ به نحوي 
کشد تا بار کل کل الکترود به  شود، چه مدت طول می

e
 مقدار اولیه کاهش یابد؟ 1

1 (


0

0

3
2

  2 (


0

0
  3 (


0

0
3  4 (


0

02
  

yصفحۀ  -7 z  مرز دو ناحیه با تراوایی  1 1 و  04 2 ، 1است. اگر در ناحیـۀ   06
B x yˆ ˆ 1 2


 کدام است؟ 2باشد، میدان مغناطیسی در ناحیۀ  

1 (x y zˆ ˆ ˆ 
1 53
4 4

  2 (y zˆ ˆ
1 1
2 2

  

3 (x y zˆ ˆ ˆ 
3 33
4 4

  4 (x y zˆ ˆ ˆ 
5 13
4 4

  

rروي قرص  -8 R 0  و  0 (ماننـد شـکل زیـر) جریـان      xoyواقع در صفحۀ  2
Aسطحی با چگالی یکنواخت 

s m
J J ˆ( ) 0


جاري است؛ و در میدان مغناطیسی یکنواخت  
B B x yˆ ˆ( ) 0


 قرار دارد. گشتاور نیروي وارد بر قرص چقدر است؟ 

1 (B J R y xˆ ˆ( ) 2
0 0

1
2

  

2 (B J R y xˆ ˆ( ) 0 0  

3 (2
0 0B J R y xˆ ˆ( )  

4 (B J R y xˆ ˆ( ) 3
0 0

1
3

  

ــاي آز -9 ــۀ در فض |hzاد، ناحی | 2
ــت    ــی ثاب ــبش مغناطیس ــا قط ــارتی ب ــتگاه دک در دس

M M z xˆ ˆ( ) 0


hپر شده است. در ناحیۀ   z h d     نیز یک مادة مغناطیسی بـا
z قرار گرفته است. چگالی شـار مغناطیسـی در   rتراوایی نسبی   و چگـالی انـرژي    0

dzمغناطیسی ذخیره شده در  h  2
 کدام است؟ 

1 (r M M x̂,  2
0 0 0 0

1
2

  2 (M ẑ, 0 00  

3 (,0 0    4 (M x̂, 0 00  
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vمطابق شکل بـا سـرعت    Rو با مقاومت الکتریکی  b و aمستطیلی به ابعاد اي  حلقه -10
  در

Bکند. چگالی شار مغناطیسی  میدان مغناطیسی حرکت می


پیچ است.  عمود بر سطح سیم 
 پوشی از خودالقایی حلقه، نیروي وارد بر حلقه برابر کدام خواهد بود؟ با چشم

1 (vb B
R

 2 22  

2 (vb B
R

2 22  

3 (vb B
R

 2 2
  

4 (vb B
R

2 2
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 ]97دکتري هاي  خنامه سوالپاس[

xتـوان گفـت کـه در     با توجه به فرم توزیع بار سطحی مـی ). 2گزینه ( -1  بـار مثبـت و در    0
x    بار منفی داریم: 0

  q
 

    
2 2

xیا      0  

  q
 

   
3

2 2
xیا      0  

  
ستیم، پتانسـیل یـک دوقطبـی در فواصـل     بنابراین با یک ساختار دوقطبی الکتریکی مواجه ه

  دور برابر است با:

  P r
V

r

ˆ.




2
04


  

  s rP r dq r ds aa a d dˆ sin cos sin
              

2 2
00 0

    

  xa a d dˆ sin cos (sin cos )
         

23 2
0 0 0  

  x xa a a aˆ ˆ    3 3
0 0

4 4
3 3

  

  بنابراین:

  x r
a a

V a a
r r

sin cos
ˆ ˆ.

   


 
3 3

0 0
2 200

33
  

  ي صحیح وجود ندارد. گزینه -2
Rدي بررسی کرد. اگـر فـرض کنـیم    حبا یک حالت  توان ها را می درستی گزینه d   باشـد

Qو  Qي رسانا باشد. در این صورت طبق روش تصویر، بارهاي  مماس بر کره Qیعنی بار   
  ي رسانا در نظر گرفته شوند. باید براي حذف اثر کره

  R
Q Q Q

d
      

  Q Q Q Q    2  
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Q  دقیقاً در محل بارQ گیرد (با فـرض   قرار میR d و (
Qکند و بار  اثر آن را خنثی می  گیرد. در مرکز قرار می  

  
  
  

ي کروي با چگالی  در مرکز داریم که در حضور میدان آن پوسته 2Qاي  بنابراین یک بار نقطه
  انرژي لازم براي این کار برابر است با: ، لذاقرار است ساخته شود 1Rو به شعاع  0سطحی 

(ي کروي اي در محل پوسته بار نقطه پتانسیل(   (ي کروي بار پوستهW (  

  q s R    2
0 0   ي کروي پوسته 14

  Q
V

R


0 1

2
4

  R1اي در  بار نقطه 

  بنابراین

  R Q QR
W

R

( )( )  

 
 

2
0 1 10

0 1 0

2 24
4

  

Rها با اعمال شرط  ه در گزینهک d  وجود ندارد. توجه کنید که فرضR d  هیچ خللی
  کنند. ها هم وارد نمی در تابعیت گزینه

ي چگالی بار القایی در واحد طول رسـاناي   محاسبهسؤال ي  با فرض اینکه خواسته). 1گزینه ( -3
  وان از بارهاي مقید به پاسخ صحیح رسید.ت داخلی باشد می

  rP kr krâ 
   

  ps n p

ka
P a P k

kb
ˆ. , .

    


2


  

در نـواحی بـین    Eباشـد میـدان الکتریکـی     با فرض اینکه مقدار چگالی بار القا شده برابر 
  ها از قانون گوس قابل محاسبه است: پوسته

rاي)      انه(مختصات استو  
Q

aE
r
ˆ




02


  

  
rr

rr

kr
braa

E
crba

ˆ

ˆ








    

 


0

0

2 0

2


  

  اي داخلی سطح استوانه
 اي بیرونی سطح استوانه
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aاند بنابراین باید  با توجه به اینکه رساناهاي داخلی و خارجی اتصال کوتاه شده cV V .باشد  

         
  c b

b c b a b a
V V V V E dl E dl. .  

  
c
a

k b ac k
b a

a
( )

ln ( )
ln( )




 


   
2 2

2 2

0 02 2
  

ي  به خاطر تقارن کـروي در مـرز بـین دو محـیط بـه صـورت مؤلفـه       چون میدان ). 1گزینه ( -4
tمماسی است پس طبق شرط مرزي  tE E1 Eخواهیم داشت،  2 E1   . بنابراین2

  n n
n n

D D
E E E E

 
    1 2

1 2 1 2
1 2

  

  s n

s n

D

D

| |

| |

 

 
  1

2

1 1

2 2
  

Jدائـم بـا میـدان الکتریکـی بـه صـورت        هاي ي جریان با توجه به رابطه). 3گزینه ( -5 E
 

 
  (قانون اهم) داریم:

  y
J

E â


 0
  

V  از طرف پتانسیل الکتریکی هم برابر است با: E dl. 


  
  با توجه به رسانا بودن صفحه، سطح هم پتانسیل داریم. بنابراین:
  V R V R a( ) ( )     

  
R

J J
V y R V R asin ( )

 
     0 0  

  پاسخ صحیح است. 3ي  ها، فقط گزینه با چک کردن این شرط در گزینه
  ساختار مسئله به صورت شکل زیر است:). ؟؟؟گزینه ( - 6

   ي زمانی بار الکتریکی به صورت زیر است: رابطه

  
t

Q t Q e( ) 


 0  

Qاي هستیم که tبنابراین دنبال  t( Qبه  (
e 0
  برسد: 1

(ثابت زمانی)      
t

Q Q e t RC
e

 


   0 0
1  
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 کافیست R و C ساختار را محاسبه کنیم. توجه کنید که بخشی که به صورت فضاي آزاد
لذا

است در محاسبهي R وارد نم شی ود.
  

  
a

dr
aR

r d

ln

sin
 

  

 
 2 32 0

0 0

3
42

  

  
a

dr
a

C r d
ln

sin   

 
2 00 0

11
42

  

  بنابراین

  t RC





   0

0
3  

شرایط مرزي در مغناطیس ساکن و در عدم حضور چگالی جریان آزاد بـه صـورت   ). 4گزینه ( -7

t tH H1 nو  2 nB B1   است. 2

  tt
t t tt

BB
H H BB




  221

1 2 12
121

  

  n nB B1 2  

  t n t nB B B B B



   2

2 2 2 1 1
1


  

ي سطح مرز بین دو محیط به صورت  با تعریف معادله  1f y z y z( , را  nâتـوان   می (

fي  از رابطه
f| |




  محاسبه کرد. 

  n
y z

a
ˆ ˆ

ˆ



2

  

  n n n
z y zyzy

B a aB x y
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆˆ ˆ( . ) ( ).
      11 2

222


  

  t nB B B x y y z x y zˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ        1 1 1
1 1 1 12 2
2 2 2 2

 
  

   x z y xB zyzyˆ ˆˆ ˆ ˆˆˆ ˆ    2
3 1511112 3

4422222
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Tي  از رابطه). 4گزینه ( -8 m B 
  توان گشتاور نیروي وارد بر قـرص را محاسـبه کـرد.     می

mقرص داده شده یک دوقطبی مغناطیسی است که 
 ا:آن برابر است ب  

  m r Idl Idl Jds,  
1
2

     

  R
rra J a r dr dˆ ˆ( )


   

2
00 0

1
2

  

  zJ R â 3
0

1
3

  

  بنابراین:

  T m B B J R y xˆ ˆ( )   3
0 0

1
3

   

محاسبه کرده و از روي روابـط فصـل   هاي مقید سطحی و حجمی را  چگالی جریان). 4گزینه ( -9
Bمغناطیس ساکن 


  شود: حاصل می 
  mJ M    0

 
  

  
z

ms n

z

h
M z x a M y z

J M a
h

M z x a M y z

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) :
ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) :

     
   

      

0 0

0 0

2

2

 
  

هاي سطحی در خـلاف جهـت هـم دارنـد و از      نهایت داریم که جریان ي بی بنابراین دو صفحه
  شود: حاصل می Bنهایت  بیي جریان  ي صفحه رابطه

    
  

z
B M y z M y z M xˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) 


        0 0 0 0 00

1
2


  

dz ي چگالی انرژي مغناطیسی در براي محاسبه h  2
Bکافیست  


در این محل محاسبه  

  نهایت واقع است لذا: ي جریان بی شود. این نقطه در بالاي هر دو صفحه

            0 0 0
1 0 0

2 2


m
d

B z h M y z M y z Wˆ ˆ ˆ ˆ[ ]  

  در سطح
  

 در سطح



        

   
   

  emf v B dl VbB( ).  
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3( ). ابتدا از روي emf القا شده مقدار جریان حلقه را محاسبه میکنیم و سپس نیرو را 10- گزینه 
بدست م آی وریم.

  

  emf VbB
I

R R
   

  بنابراین:

  vb B
F Idl B

R
  

22 
  

از طرفی طبق قانون لنز جهت نیروي مغناطیسی وارد بر حلقه در خلاف جهت حرکت حلقـه  
  باشد. لذا: می

  vb B
F

R
 

2 2
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