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  گراف  
  

  

  ]ها سؤال. بخش اول[
 چند تا از عبارات زیر صحیح است؟ -1

a ( دار  گراف وزنG (V,E)= با وزنهاي متمایز و S V⊆فرض کنیـد یـال   .  مفروض است
(u,v)         یال با وزن مینیمم بین هر راس S      و هر راس V S− آنگـاه   .  باشدMST)   درخـت

  . باشد(u,v) باید شامل  Gگراف ) پوشاي مینیمم
b (   فرض کنیدT    یک MST   از G آنگاه براي هر جفت راس      .  استs   و t،     کوتاهترین مسیر از
s به t  در G  همان مسیر از ،s  به t  در Tاست .  
c ( ممکن استDFS که حداقل یک یال دارد، اصلاً یال درختی تولید نکندردا ف جهت روي گرا .  
1( 0  2( 1  3( 2  4( 3  

Gیک مجموعه مستقل از گراف       -2 (V,E)=     یک زیر مجموعه ،V V⊆′     از رئوس است که 
,uبراي هر دو راس      v V∈ (u,v) داشته باشیم    ′ E∉       ،یعنی بین رئوس مجموعه مـستقل 
 است طوري   ′Vیک مجموعه مستقل ماکسیمال، مجموعه مستقلی مثل        . یالی وجود ندارد  

vکه براي هر     V V∈ − V مجموعه   ′ {v}′  ′V مستقل نباشد یعنـی هـر راس کـه در            ∪
توان یک مجموعه مستقل ماکسیمال   اي می با چه مرتبه.  مجاور باشد′Vنیست با راسی در 

Gبراي گراف  (V,E)=یافت؟   
1( O(| V | | E |)+  
2( ( )O | V |  
3( ( )O | V | . | E |  
NPاین مسئله ) 4 Complete−اي براي آن یافت نشده است  است وهنوز راه حل چند جمله.  

 10فصل 
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kیک   -3 coloring−       از گراف غیر جهت دار G (V,E)=   تابع f : V { , ,...,k}→ 1  است  2
(u,v)که براي هر یال      E∈  ،f (u) f (v)≠ .     یـک  (به عبارت دیگر به هر راس یـک رنـگ

}عدد از  , ,...,k}1  اب. نسبت داده شود طوري که رئوس مجاور، رنگ متفاوت داشته باشند) 2
d)توان یک     اي می   چه مرتبه  ) coloring+   d که ماکزیمم درجه رئوسش       G براي گراف    1−

   یافت ؟است،
1( O(| V | | E |)+  
2( ( )O | V |  
3( ( )O | V | . | E |  
NP این مسئله    )4 Complete−  اي بـراي آن یافـت نـشده     هنوز راه حل چند جمله  است و

  .است

(u,v) که هر یال      Gدار    گراف جهت  -4 E∈  زن   داراي وw(u,v))   و همچنین  ) مثبت یا منفی
ــگ  color(u,v)رنـ {red,blue}∈ ــد ــر بگیریـ ــت را در نظـ ــسیر .  اسـ ــه مـ هزینـ

kP v v .... v= → → →1  بـراي هـر     5 برابر است با مجموع وزن یالهاي مسیر بعـلاوه           2
ک یال بـه یـال بارنـگ        یعنی در طی مسیر اگر از ی      . جفت یال مجاوري که همرنگ نیستند     

 از  t و sترین مسیر بین دو راس  یافتن کم هزینه.  واحد هزینه اضافی داریم5متفاوت برویم، 
  ) تعداد یال e. تعداد رأس: n(اي است؟ چه مرتبه

1( O(n e)+  2( O(e.lg n)  3( O(n.e)  4(نمایی است .  

بـا چـه    .  زوج است یا فرد     t به   sخواهیم بررسی کنیم تعداد مسیرهاي از          می  DAGدر یک    -5
  توان این عمل را انجام داد؟ اي می مرتبه

1( O(n.e)  2( O(n e)+  3( O(e)  4( O(n)  

هاي متمـایز     باوزنG ردا دار همبند وزن گراف غیر جهت  «: ل را در نظر بگیرید    الگوریتم مقاب  -6
ترین یال را حذف کن به شرطی که گراف ناهمبند نـشود، تـا             دائماً سنگین . داده شده است  

  ) تعداد رأسn تعداد یال، e: (آنگاه» زمانیکه چنین یالی وجود نداشته باشد
O(eیابـد و بـا مرتبـه           می  Gبراي  ) درخت پوشاي مینیمم   (MST این الگوریتم حتماً     )1 )2 

  .سازي است قابل پیاده
  .یابد و خروجی ممکن است سیکل داشته باشد  نمیMST این الگوریتم لزوماً )2
  .اهمبند استیابد و خروجی ممکن است ن  نمیMST این الگوریتم )3
  .یابد ولی زمان آن نمایی است  میMST این الگوریتم لزوماً )4
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Gدر گراف    -7 (V,E)=        حداقل تعداد یال بین دو راس ،u    و v     را فاصله بین u   و v  گویند 
 ماکزیمم فاصله بین هر جفت راس گراف است Gقطر گراف . دهیم  نشان میdist(u,v)و با 
 :ها بین هر جفت راس است یعنی  میانگین فاصلهapd(G). دهیم  نشان میdiam(G)و با 

  {u,v} V dist(u,v)
apd(G)

n
⊆=
 
 
 

∑

2

  

  :آنگاه
a (یعی وجود دارد عدد طبc  که براي هر گراف همبند G  داریم diam(G)

apd(G) c≤  
b ( براي هر گرافG  داریم apd(G) diam(G)=.  
  . درست استb فقط )2  . درست است a فقط )1
3( b,a 4  . درست هستند( b,a نادرست هستند .  

 هـر رأس    :سـازیم    را به این صورت مـی      ′Gگراف  . دار است    یک گراف جهت    Gفرض کنید    -8
u G∈′ u)یال  .  است  G از   (SCC)گر یک مولفه متصل قوي         نمایان ′ ,v )′  وجود   ′G در   ′

u مربوط به    SCC از   Gدارد اگر یک یال در        وجود داشـته باشـد      ′v مربوط به     SCC به   ′
  :′Gآنگاه 

  . ممکن است سیکل داشته باشد)1
  . حتماً سیکل دارد)2
  ). استdag( حتماً سیکل ندارد )3
  .توان اظهار نظر کرد  نمی)4

 حیح هستند؟کدام عبارات ص -9
a (   فرض کنیدG           گراف فاقد سیکل منفی است و از رأس s     به رأس t اگـر  .  مسیر وجود دارد

فورد،   امین مرحله اجراي بلمن k تا یال باشد، آنگاه بعد از  k شامل  t به  sترین مسیر از    کوتاه
  .یابد  را می t به  sترین مسیر  کوتاه

b ( فورد بعد از      اگر بلمنk  ترین مسیر     له کوتاه  امین مرحs   به t   تـرین    را بیابید آنگـاه کوتـاه
  . تا یال است k شامل حداکثر  t به  sمسیر از 

c (    عمق یک درختBFS      دار     از یک گراف غیر جهتG           با شروع از یـک رأس دلخـواه v ،
  .قطر گراف است

1( a  2( a,b 3( b,c  4( a,c  
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  ت؟کدام گزینه صحیح اس -10
  .گاه خاتمه نیابد  الگوریتم دایجسترا ممکن است براي گراف با یال منفی، هیچ)1
G فرض کنید    )2 (V,E,W)=   دار است و      دار جهت    یک گراف وزنX  ترین مسیر      کوتاهs  به 

t     است که s, t V∈ .    ها را دو برابر کنیم یعنی   اگر ما وزن همه یالw (e) w(e)′ =  براي 2
eهر  E∈ آنگاه ،Xترین مسیر   همچنان کوتاهs  به t  در گراف G (V,E,W   . است=′(

 سیکل داشته باشد ولی با حذف یک یال بدون سـیکل شـود، آنگـاه               Gدار     اگر گراف جهت   )3
DFS  دقیقاً یک یال backخواهد داشت .  

  .3 و 2 گزینه )4

  )چپ به راست( توسط دایجسترا در گراف زیر کدام است؟ رئوسترتیب ملاقات  -11
1( SCADEFB  
2( SCADFEB 
3( SCAFDEB  
4( SCAFEDB  
  
  

DA)دار بدون سیکل  توان در یک گراف جهت اي می با چه مرتبه  -12 G)ترین  دار، طولانی  وزن
  ) یال دارد e راس و  nگراف ( یک راس شروع یافت؟ مسیرهاي ساده را نسبت به

1( (e)θ    2( (n)θ  
3( (n e)θ   .اي ندارد  این مسئله راه حل چند جمله)4    +

 گویند اگر حـذف     decycling را یک یال     G(V,E)دار     در یک گراف غیر جهت      eیک یال    -13
کنیم گراف سـیکل      فرض می (کدام عبارات صحیح هستند؟     . آن، گراف را بدون سیکل کند     

 )دارد
a (        شرط لازم و کافی براي وجود یالdecycling         آن است که گراف، یک جنگل بعلاوه یک 

  .یال اضافه باشد
b (        شرط لازم و کافی براي وجود یالdecycling     آن است که DFS   ـ    backک یـال     فقط ی

  .تولید کند
c (توان با کمک  میDFS  و با مرتبه O(| V   . را یافت decycling همه یالهاي (|
1( b,c  2( a,c 3( a,b  4( a,b,c  
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  کدام گزینه نادرست است؟ -14
 درخت پوشاي   T.  مثبت و متمایز است    Gدار    فرض کنید وزن همه یالهاي گراف غیرجهت      ) 1

 همچنـان پوشـاي     Tحال اگر وزن همـه یالهـاي گـراف را مربـع کنـیم،               . ست ا Gمینیمم  
  . استGمینیمم 

 کوتـاهترین   p.  مثبـت و متمـایز اسـت       Gدار    فرض کنید وزن همه یالهاي گراف غیرجهت      ) 2
 همچنـان  pحال اگر وزن همـه یالهـاي گـراف را مربـع کنـیم،      .  استt به sمسیر از رأس    

  .ست اt به sکوتاهترین مسیر از رأس 
اگـر گــراف داراي یالهــاي بــا وزن منفـی باشــد ولــی ســیکل منفـی نداشــته باشــد آنگــاه    ) 3

  .دهند هاي کراسکال و پریم جواب درست می الگوریتم
هـاي کراسـکال و پـریم جـواب درسـت       اگر گراف داراي سیکل منفی باشد آنگاه الگـوریتم   ) 4

  .دهند می

منظور .  رأس مرکزي گراف را بیابیم     خواهیم  می. دار وزن داراست     گراف جهت  Gفرض کنید    -15
میزان خروج از مرکز    . از رأس مرکزي، رأسی است که میزان خروج از مرکزش مینیمم باشد           

 : عبارت است ازvرأس 

  w Vmax {min Length of a path frow w to v}∈  
 e7  ،d5  ،c8  ،b6: مثلاً براي گراف مقابل میزان خروج از مرکز هر رأس نوشته شده است            

  .کدام گزینه براي یافتن مرکز گراف مناسب است.  استd پس مرکز این گراف ∞aو 
رأسی که مینیمم عدد    فلوید اجرا کنید، در هر ستون ماکزیمم را بیابید،          ) 1

  .را دارد جواب است
فلوید اجرا کنید، در هر سطر ماکزیمم را بیابید، رأسی که مینـیمم عـدد    ) 2

  .را دارد جواب است
فلوید اجرا کنید، در هر سطر مینیمم را بیابید، رأسی که مینیمم عدد را              ) 3

  .دارد جواب است
 رأسی کـه مـاکزیمم عـدد را دارد جـواب            فلوید اجرا کنید، در هر ستون مینیمم را بیابید،        ) 4

  .است

   یالی کدام است؟e رأسی و nبا توجه به تست قبل، مرتبه زمانی یافتن مرکز گراف  -16
1 (O(n )2  2 (O(n )4  3 (O(n )3  4 (O(n Lgn)3  
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Gت یک گراف    فرض کنید لیست مجاور    -17 (V,E)=   خواهیم الگوریتمی    می.  را داشته باشیم
در این صورت این کار را در کـدام مرتبـه           . تهیه کنیم که ترانهاده این گراف را بدست آورد        

  توان انجام داد؟ زمانی می
1 (O(| V |)  2 (O(| E |)  3 (O(| V | | E |)+  4 (O(| V | . | E |)  

. شـود    ، یالی است که با حذف آن گـراف، ناهمبنـد مـی             bridgeدر یک گراف همبند، یال       -18
Gخواهیم در گراف همبند  می (V,E)= تعداد یالهاي bridgeدر این صورت این .  را بیابیم

  انجام داد؟توان  کار را در چه مرتبه زمانی می
1 (O(| V |)  2 (O(| E |)  3 (O(| V | )2  4 (O(| V | . | E |)  

ایم آنگاه گزینه صحیح   را اجرا کردهBFS) 1. ( با ماتریس مجاورتی داده شده است  Gگر اف    -19
  کدام است؟

  A

 
 
 

=  
 
 
 

1 2 3 4 5 6
1 0 1 0 1 0 0
2 0 0 0 0 1 0
3 0 0 0 0 1 1
4 0 1 0 0 0 0
5 0 0 1 1 0 0
6 0 0 0 0 1 1

  

1 (#forwardedge , #back edge2 3= =  
2 (#backedge , #crossedge2 3= =  
3 (#crossedge , #back edge , #forwordedge2 1 2= = =  
4 (#crossedge , #back edge2 3= =  

 در  v است براي هر راس      Gدار همبند      حاصل از گراف غیرجهت    DFSدرخت   Tفرض کنید    -20
T ،Pre (v) تعداد نودهاي ملاقات شده تا نود v)  با خودv (ـ  ی یـک پیمـایش پـیش    در ط

در طـی یـک   ) vبا خـود   (v تعداد نودهاي ملاقات شده تا نود Post (v)  باشد وTترتیب 
  . باشدTپیمایش پس ترتیب 

 باشد و   v,u جد   w به طوري که     T در   w است مثل    ی راس T در   v,uکوچکترین جد مشترك    
  . نباشدv,u جد wهیچ فرزند 
کـدام  . Pre(u) < Pre (v)ست به طوري که  نیT باشد که در G یک یال (u,v)فرض کنید 

  . صحیح استv,uیک از جملات زیر راجع به 
  I. post (u) < post (v)   

  II. u is an ancestor of v in T 
 III. if w is the  lowest common ancestor of u and v in T then w=u 

1 (I  2 (I , III  3 (II , IIII   4 ( هر سه  
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خواهیم تشخیص دهیم ایـن گـراف           اورتی نمایش داده شده است، می      با لیست مج   Gگراف   -21
 e تعداد راس و n(شده کدام است؟   است یا خیر، مرتبه الگوریتم ارائه(bipartite)دوبخشی 

  )تعداد یال است
1 (O(e n)+  2 (O(n )2  3 (O(en)  4 (O(elg n)  

  است؟ مقابل گراف گلوگاه پوشاي درخت درخت، کدام -22

  
G کنید فرض -23 (V,E)= و است همبند گراف یک u V∈ ، درخت DFS از شـروع  با را u 

 این صورتی چه در. ایم آورده بدست u از شروع با را BFS درخت سسپ و ایم آورده بدست
  هستند؟ یکی درخت دو
1 (G 2  باشد درخت خود (G باشد کامل  
3 (G است پذیر امکان گزینه 3 هر) 4    باشد همیلتنی.  

 گراف رئوس) بازگشتی ( غلبه و تقسیم روش با ، (MST) مینیمم پوشاي درخت یافتن براي -24
 سـپس  و یابیم می را MST بازگشتی صورت به قسمت هر در سپس یمکن می قسمت دو را

 الگوریتم این مرتبه کنیم، می انتخاب کند، می وصل هم به را قسمت دو که یالی ترین سبک
  )یال تعداد e و راس تعداد n (است؟ کدام

1 (O (n log n)    2 (O (e log n)  
3 (O(n  .بیابید MST تواند نمی الگوریتمی چنین) 4     2(

 به هر    sترین مسیر از راس داده شده         خواهیم وزن سنگین     است می  DAG که   Gدر گراف    -25
]dخواهیم خروجی آرایه      در واقع می  . یک از رئوس دیگر گراف را بیابیم       ..n]1     باشد کـه در 

d[i]  ترین مسیر از راس  سنگین وزنs  به راس i ترین الگـوریتم از چـه    سریع.  ذخیره شود
  زمانی است؟

1( (n e)θ +    2( (n )θ 2  
3( (e n )θ +   .اي ندارد   الگوریتم چند جمله)4    2
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 رست است؟هاي زیر د  یک گراف چند تا از گزارهBFSدر جستوي  -26
n  حافظه آن روي یکDAG با n  راس و حداکثر طول مسیر L از مرتبه O(L)است .  
n  زمان اجراي آن برايDAG  ها به جايO(n e)+، O(n)است .  
n   مقدارd[u]       که در خروجی به راس u   شود مستقل از ترتیب رئـوس در لیـست            داده می

  .مجاورت است
1( 0  2( 1  3( 2  4( 3  

qیک یـال خـاص   .  یال داده شده است e راس و  n با    Gدار    گراف وزن  -27 (u,v)=  نیـز از آن 
 qترین درخت فراگیري را بیابیم کـه شـامل یـال              وزن  خواهیم کم   می. علامت خورده است  

 باشد، کدام O(T) از زمان x گراف، الگوریتم  MST الگوریتم براي یافتن  بهترینر  اگ. باشد
گزینه درباره بهترین زمان اجراي یک الگوریتم براي کار خواسته شده درست است؛ فـرض             

 و   خبر نداریم و همیشه باید به این الگوریتم یک گراف دقیق           xکنید ما از ساختار الگوریتم      
  .بدهیم) با لیست مجاورت(مشخص 

1( O(n T)+  2( O(n e T)+ +  3( O(n.T)  4( O((n e).T)+  

داده ) هاي متفـاوت و مثبـت   با وزن( یال  e راس و  n با  Gدار و بدون جهت    گراف ساده، وزن   -28
دهـیم،     نـشان مـی    E(T)هاي آن را با        که یال   G از    T درخت فراگیر    براي یک . استشده  

ــدار  ــتی«مقـ ــا » زشـ ــی U(T)یـ ــبه مـ ــر محاسـ ــول زیـ ــق فرمـ ــیم  را طبـ  :کنـ

e E(T)e E(T)
U(T) w(e) max w(x)

∈∈
= ی به عبارت ساده، زشت   .  است  eیال    وزن  ،  w(e) که   ∑−

. اش اسـت    تـرین یـال     هاي آن، بـه جـز سـنگین         یک درخت فراگیر برابر جمع وزن تمامی یال       
اگر بهترین  .  بیابیم  Gرا در   ) درختی با کمترین مقدار زشتی    (خواهیم زیباترین درخت فراگیر       می

 باشـد، گزینـه   θ(T) بـا زمـان   x در این گراف، الگوریتم ناشناخته    MSTالگوریتم براي یافتن    
  مناسب درباره بهترین زمان اجراي یک الگوریتم براي کار خواسته شده کدام است؟

1( (T)θ  2( (n e T)θ + +  3( (n.T)θ  4( ((n e).T)θ +  

 تعـداد   kهـاي مثبـت اسـت و      با وزندار  یک گراف ساده، بدون جهت و وزن Gفرض کنید    -29
MST  مختلف   هاي G  دو  .  استMST اند اگر دست کم در یک یال اختلاف داشـته             مختلف
 چند تا از سه گزاره زیر صحیح است؟. باشند

  a (هاي  اگر وزن یالG  دوبدو متمایز باشند آنگاه k = 1  
  b ( اگرk   . دوبدو متفاوت استGهاي   ناگزیر وزن یال1=
  c (هاي  اگر دست کم دو تا از یالG  وزن یکسان داشته باشند k ≥ 2  

1( 0  2( 1  3( 2  4( 3  
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eفرض کنید یال     -30 (x, y)=      هاي سازنده دور       بیشترین وزن را در میان یالC     از گراف ساده 
Gو هم بند     (V,E)= گراف  .  داردG (V,E {e})= فرض کنید کـه  .  را در نظر بگیرید    ′−

GS   هاي فراگیر کمینه     مجموعه تمام درختG باشد و GS هـاي    مجموعـه تمـام درخـت   ′
  کدام گزینه همواره درست است؟. اشد ب′Gفراگیر کمینه 

1( G G GS S S′ =∩  
2( G G GS S S′ ′=∩  
3( G GS S ′ = φ∩  
   هیچکدام)4

 وجـود دارد کـه      t و   s راس اسـت و دو راس        nدار حاوي      یک گراف غیرجهت   Gفرض کنید    -31
n بیشتر از t و sمسیر بین  ترین کوتاهطول 

  :آنگاه.  است2
O(n است،  وبـا مرتبـه   t به s فاقد مسیر از G-v وجود دارد که    v  مثل حتماً رأسی ) 1 e)+ 

  .توان این راس را یافت می
 O(n.e) اسـت، و بـا مرتبـه         t بـه    s فاقد مـسیر از      G-v وجود دارد که     v مثل   یحتماً رأس ) 2

  .ا یافتتوان این راس ر می
 است و با مرتبـه   t به   s فاقد مسیر از     G-v وجود داشته باشد که      vممکن است راسی مثل     ) 3

O(n+e)توان متوجه شد  می.  
 است و با مرتبـه   t به   s فاقد مسیر از     G-v وجود داشته باشد که      vممکن است راسی مثل     ) 4

O(n.e)توان متوجه شد  می.  

   به همه رئوس محاسبه کرد؟vتوان، تعداد کوتاهترین مسیرها را از رأس  می اي مرتبهبا چه  -32
1 (( )O n(n e)+    2 (O(n e)+  
3 (O(n.e)    4 (O(e )2  

Gدار   غیروزنگراف -33 (V,E)=دار هستند  دار و برخی غیرجهت  جهتهاي آن  که برخی یال
. دهند   با هم سیکل تشکیل نمی     Gدار در گراف      هاي جهت   فرض کنید یال  . را در نظر بگیرید   

 کـاملاً   G داد طوري که گراف       دار، جهت نسبت    هاي غیرجهت   توان به یال    اي می   با چه مرتبه  
  )بهترین گزینه را انتخاب کنید(بدون سیکل باشد؟ 

1 (O(n.e)    2 (O(n)  
3 (O(e)    4 (O(n e)+  
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: ها دو نوع هستند     فرض کنید یال  . هاي مثبت را در نظر بگیرید        با وزن  Gدار    دار وزن   گراف غیرجهت  -34
 دهنـده  ان نسبت داده شده اسـت کـه نـش   r[e] مقدار بولین eدر واقع به هر یال .  و هموار  ناهموار

 را بیـابیم بـه      t بـه رأس     sخواهیم کوتـاهترین مـسیر از رأس          می. هموار یا ناهموار بودن یال است     
  کدام گزینه صحیح است؟. شرطی که در این مسیر حداکثر یک یال ناهموار وجود داشته باشد

  .ا حل کردتوان مسئله ر دهیم و سپس با الگوریتم دایجسترا می با زمان خطی تغییري در گراف می) 1
  .توان مسئله را حل کرد  میBFSدهیم و سپس با الگوریتم  با زمان خطی تغییري در گراف می) 2
  .اي ندارد این مسئله راه حل چندجمله) 3
  .توان مسئله را حل کرد با دو بار اجراي الگوریتم دایجسترا می) 4

Gدار    لیست مجاورتی گراف جهت    -35 (V,E)=  تـوان   اي مـی   با چـه مرتبـه    . ه است  داده شد
توان درجه ورودي هـر رأس را یافـت؟           اي می   درجه خروجی هر راس را یافت؟ با چه مرتبه        

)| V | n= و | E | e=(  
n)هر دو ) 1 e)θ   θ(n)هر دو ) 2    +
n)درجه خروجی ) θ    4(e)هر دو ) 3 e)θ   θ(ne) و درجه ورودي +

Gدار    مربع گراف جهت   -36 (V,E)=     عبارت است از G (V,E )=2 (u,v) که   2 E∈  اگـر و  2
تـوان از روي   اي می با چه مرتبه.  باشد v به   uداکثر دو یال از      شامل مسیري با ح    Gفقط اگر   

  )بهترین گزینه را انتخاب کنید( را بدست آورد؟ G2، گراف Gگراف 
n)با لیست مجاورتی ) 1 e)θ n) با ماتریس مجاورتی + )θ 2  
n) با ماتریس مجاورتی θ(n.e)با لیست مجاورتی ) 2 )θ 3  
lg(nی ت با ماتریس مجاورθ(n.e)با لیست مجاورتی ) 3 )θ 7  
n)با لیست مجاوري ) 4 e)θ n)ی ت با ماتریس مجاور+ )θ 3  

Gدار  ي گـــراف جهـــت ترانهـــاده -37 (V,E)= ، گـــرافT TG (V,E  اســـت کـــه =(
TE {(v,u) V V : (u, v) E}= ∈ ×  را برعکس کنـیم     Gهاي    به عبارتی جهت همه یال    . ∋

   را بدست آورد؟TGتوان  با چه هزینه زمانی می. شود  حاصل میTGآنگاه 
n)با ماتریس مجاورتی ) 1 )θ   θ(n.e) و با لیست مجاورتی 2
n) و با لیست مجاورتی θ(n)با ماتریس مجاورتی ) 2 e)θ +  
n)با ماتریس مجاورتی ) 3 )θ n) و با لیست مجاورتی 2 e)θ +  
  θ(n.e) و با لیست مجاورتی θ(n)با ماتریس مجاورتی ) 4
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  »چـاه فراگیـر  « داراي Gدار  تـوان متوجـه شـد کـه گـراف جهـت        اي مـی    با چـه مرتبـه     -38
)universal sink(و درجـه ورودي  0روجـی  یر رأسی با درجـه خ  هست یا خیر؟ چاه فراگ 

n   سازي شده است؟  با ماتریس مجاورتی پیادهGفرض کنید گراف .  است1−
1 (O(lgn)  2 (O(n.lgn)  3 (O(n)  4 (O(n )2  

Gدار  ماتریس برخورد گراف جهـت  -39 (V,E)=   کـه طوقـه (Self loop)   نـدارد، مـاتریس 
ij n eB [b ]  : است به طوري که=×

  ijb
−

= 



1
1
0

  

  ) استB ترانهاده TB(دهند؟   چه مفهومی را نشان میTB.Bهاي  درایه
  .هاي گراف است  دو برابر تعداد یالTB.Bاي ه جمع درایه) 1
,i] درجات رئوس گراف هستند و درایه   TB.Bهاي قطر اصلی      درایه) 2 j]  کـه i j≠  نـشان ،

  . هستj و iدهد چند تا یال بین رأس  می
  . دو برابر جمع درجات ورودي و خروجی استTB.Bهاي  یهجمع درا) 3
  .هیچ مفهوم خاصی ندارد) 4

 BFS، درخـت کوتـاهترین مـسیري وجـود دارد کـه بـا       sدر کدام گراف با شروع از مبدأ        -40
  توان این درخت را بدست آورد؟ نمی

1 (

s w

xy

  

2 (

u w

xv

s  

3 (

s w

xy

z

u

t

  

4 (BFSتواند با مبدأ   میsهر درخت کوتاهترین مسیري را بیابد .  

   خارج شودi از رأس jاگر یال 
   وارد شودi به رأس jاگر یال 

  در غیر این صورت
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T درخت   (diameter)قطر   -41 (V,E)=   برابر u,v Vmax (u, v)∈ δ      است، یعنـی بزرگتـرین 
 Tبهترین گزینه براي یافتن قطر درخـت        .  در بین همه کوتاهترین مسیرها در درخت       مقدار

  ) استوزنسازي شده و بدون  درخت با لیست مجاورتی پیاده(کدام است؟ 
  . درخت است، قطرd(distance) اجرا کنیم، بزرگترین مقدار BFSبا شروع از یک رأس دلخواه ) 1
2 (n            بار و هر بار با شروع از یک رأس جدید BFS          اجـرا کنـیم، بزرگتـرین مقـدار d   بدسـت 

  .آمده، قطر درخت است
شـود     اجرا کنیم و آخرین رأسی که ملاقات مـی         s  ،BFSبا شروع از یک رأس دلخواه مثل        ) 3

کنـیم و   ی اجـرا م ـ BFS مجـدداً  uسپس بـا شـروع از     . نامیم   می uرا  ) sدورترین رأس از    (
برابـر قطـر گـراف    ) v تـا  uفاصله  (d(u,v). نامیم  میvشود    آخرین رأسی که ملاقات می    

  .است
  . استفاده کرد و باید از بلمن فورد کمک بگیریمBFSتوان از  براي یافتن قطر نمی) 4

 کدام جملات صحیح هستند؟ -42
(a   دار     در گراف جهتG     اگر مسیري از u   به v ود داشته باشـد و       وجd[u] d[v]<    آنگـاه در 

 زمـان   d[u]. ( خواهـد بـود    u نـواده رأس     v، رأس   Gجنگل حاصل از پیمایش عمقی گراف       
  )discovery time است uملاقات رأس 

(b   دار     در گراف جهتG     اگر مسیري از u   به v           ـ  م  باشد آنگـاه در هـر پیمـایش عمقـی داری
d[v] f[u]≤.  

  هیچکدام) b  4 و b  3 (aفقط ) a  2فقط ) 1

Gدار  گراف جهت -43 (V,E)= را متصل یکصرفه (Singly connected)    گوینـد هرگـاه بـه 
با چـه روشـی   .  وجود داشته باشدv به u حداکثر یک مسیر ساده از v و uازاي هر دو راس     

مسیر ساده مسیري است    (دار، متصل یکطرفه است؟       یک گراف جهت   داد   تشخیصتوان    می
 )که رأس و یال تکراري ندارد

گراف متصل یکطرفـه اسـت اگـر و    . با شروع از یک رأس دلخواه پیمایش عمقی اجرا کنیم  ) 1
  . تولید نکندforward و crossفقط اگر پیمایش عمقی، یال 

گراف متصل یکطرفـه اسـت      . قی اجرا کنیم   بار پیمایش عم   nبا شروع از همه رئوس یعنی       ) 2
  . تولید نکندcrossاگر و فقط اگر پیمایش عمقی، یال 

گراف متصل یکطرفـه اسـت      .  بار پیمایش عمقی اجرا کنیم     nبا شروع از همه رئوس یعنی       ) 3
  . تولید نکندbackاگر و فقط اگر پیمایش عمقی، یال 

  هیچکدام) 4
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خـواهیم تعـداد      مـی . انـد    داده شده  t و   s رأس    و دو  G (dag)دار بدون سیکل      گراف جهت  -44
 مسیر سـاده از     4 مقابل تعداد    dagمثلاً در   .  را بشماریم  t به رأس    s ساده از رأس     مسیرهاي

تـوان    اي مـی    با چه مرتبه  . pov و   poryv و   posryv و   psryv:  وجود دارد  v به رأس    Pرأس  
  )اب کنیدبهترین گزینه را انتخ(تعداد مسیرهاي مورد نظر را یافت؟ 

1 (O(n)  
2 (O(e)  
3 (O(n e)+  
4 (O(n.e)  

Gدار    توان تشخیص داد که گـراف غیرجهـت         اي می   با چه مرتبه   -45 (V,E)=    داراي سـیکل 
  .)بهترین گزینه را انتخاب کنید(است؟ 

1 (O(n)  2 (O(e)  3 (O(n e)+  4 (O(n.e)  

 پیمایش عمقی را    G، روي گراف    Gدار     گراف جهت  (scc)هاي متصل قوي      براي یافتن مولفه   -46
 Gکنیم و سپس ترانهـاده گـراف           را ثبت می   (f)دهیم و براي هر رأس زمان پایان          انجام می 

T(G هـا اجـرا    f مجدداً پیمایش عمقی ولی بـه ترتیـب نزولـی            TGیابیم و روي       را می  (
ت اکدام عبار. قوي استکنیم؛ در جنگل حاصل از پیمایش، هر درخت، یک مولفه متصل  می

 صحیح هستند؟

(a توان بجاي اجراي پیمایش عمقی روي          میTG        بـه ترتیـب نزولـی f      هـا، روي خـودG 
  . انجام دادهاf  را به ترتیب صعوديپیمایش عمقی

(b      اگر یالی به گراف G     هاي متصل قوي ممکن اسـت کـاهش         اضافه شود آنگاه تعداد مولفه
  .یابد

1 (a  2 (b  3 (a,b  4 (هیچکدام  

Gدار  تور اویلري در یک گراف جهت -47 (V,E)=  که متصل قـوي (Strongly connected) 
 یال گراف را دقیقاً یک بار طی کند، هرچند ممکن است یک رأس است، سیکلی است که هر

 ت صحیح هستند؟اکدام عبار. بیش از یک بار ملاقات شود
(a گــراف G  تــور اویلــري دارد اگــر فقــط اگــر بــراي هــر رأس u V∈ داشــته باشــیم 

indegree(u)=outdegree(u).  
(b با مرتبه O(e)ري گراف توان تور اویل  میGرا در صورت وجود یافت .  
(c چون گراف G قوي است حتماً تور اویلري داردمتصل .  
1 (a و b  2 (a و c  3 (c و b و a  4 (هیچکدام  

x y z

w

s

ponm

q

t uu

r

v
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Gفرض کنید    -48 (V,E)=   یک رأس برشـی یـا نقطـه        . دار همبند است     یک گراف غیرجهت
یـک  . کند  را ناهمبند میGن، گراف  رأسی است که حذف آ(articulation point)انفصال 

. کنـد  گراف را ناهمبند مـی ) بدون حذف دو رأس آن  ( یالی است که حذف آن       (bridge)پل  
، یـک مجموعـه   G در گـراف  (biconnected component)یـک مولفـه دوسـو همبنـد     

ماکسیمال از یالهاست که هر دو یال در مجموعه در یک سیکل ساده مشترك قرار داشـته                 
 :دهد شکل زیر این مفاهیم را نشان می. باشند

1
2

3
4

6

5

  
هاي دوسو    مولفه. هاي پررنگ، یال برشی هستند      یال.  هستند انفصال پررنگ، نقطه    هايدنو

تـوان، نقـاط    با کمک پیمـایش عمقـی مـی   . اند اند و شماره خورده همبند نیز مشخص شده 
Gاگـر   . هاي دوسو همبند را یافت      ها و مولفه    ، پل انفصال (V,E )π π=      درخـت حاصـل از 

  چند عبارت صحیح هستند؟.  باشدGپیمایش عمقی گراف 
(a ریشه Gπ نقطه انفصال براي G است اگر و فقط اگر ریشه Gπ ه باشد فرزند داشت2 حداقل.  
(b    فرض کنید v       یک رأس غیر از ریشه Gπ باشد  .v      یک نقطه انفصال در G      اسـت اگـر و 

 هـیچ یـال     v به اجداد محـض      sهاي     یا نواده  s باشد که از     s داراي فرزندي مثل     vفقط اگر   
  .پشتی وجود نداشته باشد

(c      توان    با توجه به تعریف مقابل، میlow[v]        را بـراي هـر رأس v V∈      بـا مرتبـه O(e) 
  :محاسبه کرد

  d[v]
low[v] min

d[w]: (u,w)isa back edgeforsomedescendant u of v


= 


  

(dتوان با مرتبه   همه نقاط انفصال را میO(e)یافت .  
(eاي در  ه  یک یال پل است اگر و فقط اگر عضو هیچ سیکل سادGنباشد .  
(fها را با مرتبه   همه پلO(e)توان یافت  می.  
(gهاي دوسو همبند در   مولفهGهاي غیرپل  ، یالGکنند  را افراز می.  
(h      با الگوریتمی از مرتبه O(e) توان به هر یال        میe   یک عدد مثبت به نـام bcc[e]  نـسبت داد 

bcc[e]طوري که  bcc[e   . عضو یک مولفه دوسو همبند باشند′e و e اگر و فقط اگر =′[
1 (5  2 (6  3 (7  4 (8  
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Gفرض کنید    -49 (V,E)=   برش  . دار است   دار وزن    گراف همبند غیرجهت(cut) (S,V S)− ،
کند هرگاه یک رأس      ی این برش را قطع م     (u,v)گوییم یال   .  است Vیک افراز براي رئوس     

 احتـرام   Aهـاي     گوییم یک برش به مجموعه یـال      .  باشد V-S و رأس دیگر در      S در   uمثلاً  
 بـراي بـرش   (light)یک یال را یال سبک .  از برش عبور نکندA هرگاه هیچ یال ،گذارد  می

کـدام  . هاي عبور کننـده از بـرش، مینـیمم باشـد        گویند اگر وزن این یال در بین همه یال        
 رات صحیح هستند؟عبا
(a   فرض کنید A E⊆ و Aهایی اسـت کـه حـداقل در یـک       یال  زیرمجموعهMST از G 

S,V)فرض کنید برش    . وجود دارند  S)−   به Aگذارد و یـال    احترام می(u,v)   یـک یـال 
من   A براي   (u,v)ه یال   کننده از این برش است آنگا     سبک عبور  امن یعنی  . ( است (safe) اَ
  ) همچنان خاصیت درخت مینیمم داشته باشدA اضافه شود و Aیالی که به 

(b    فرض کنید A E⊆   و A  هایی است کـه حـداقل در یـک             زیرمجموعه یالMST   از G 
S,V)فرض کنید برش . وجود دارند S)− به Aگذارد و یال   احترام می(u,v) یک یال امن 

  . یک یال سبک براي این برش است(u,v)آنگاه .  باشدAکننده از این برش براي عبور
(c    اگر یال (u,v)    در یک MST      ل سبک عبـور کننـده از یـک     باشد آنگاه این یال یک یا

  .برش گراف است
(d مجموعه زیر تشکیل یک MSTدهد  می:  
S,V)برش  { S)−      وجود دارد که یال (u,v)              یک یال سبک عبـور کننـده از ایـن بـرش اسـت  :

(u,v){  
(e    گراف داراي MST       یـال سـبک    و فقط اگر براي هر برش، یـک        منحصر به فرد است اگر  

  .منحصر به فرد از این برش عبور کند
1 (a و b    2 (a و c  
3 (b و c و d و e    4 (a و b و c و d و e 

  کراسکال در هر یک از حالات زیر کدام است؟الگوریتممرتبه  -50
(aتا 1ها در گراف اعداد صحیح در بازه از   وزن یال n) nباشد)  تعداد رئوس.  
(b تا 1ها اعداد صحیح در بازه  وزن یال W است که Wثابت است .  

1 (O(e.lgn) (a
O(e.lgn) (b

    2 (( )
( )

O e. (n) (a

O e. (n) (b

α

α
  

3 (( )
O(e.lgn) (a
O e. (n) (bα

   4 (( )O e. (n) (a
O(e.lgn) (b

α  
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 )ب کنیدبهترین گزینه را انتخا(مرتبه الگوریتم پریم در هر یک از حالات زیر کدام است؟  -51
(aتا 1ها اعداد صحیح   وزن یال nباشد .  
(bتا 1ها اعداد صحیح   وزن یال W باشد که Wثابت است .  

1 (O(n ) (a
O(e.lgn) (b

2
    2 (O(e n.lgn) (a

O(e.lgn) (b
+  

3 (O(e n.lgn) (a
O(e) (b

+  4 (O(e) (a
O(e) (b

  

]ت در بازه ها به طور یکنواخ فرض کنید وزن یال -52 , )0   : توزیع شده است آنگاه1
  .توان کراسکال را از پریم سریعتر اجرا کرد می) 1
  .توان پریم را از کراسکال سریعتر اجرا کرد می) 2
  .زمان اجراي هر دو برابر است) 3
  .در شرایط مختلف ممکن است کراسکال یا پریم سریعتر باشد) 4

 اضافه کنیم و از آن      Gحال اگر یک رأس به      . ایم   را بدست آورده   Gف   گرا MSTفرض کنید    -53
 گـراف جدیـد را      MSTتـوان     اي می    اضافه کنیم با چه مرتبه     G تعدادي یال به رئوس      رأس

  )بهترین گزینه را انتخاب کنید(یافت؟ 
1 (O(e.lgn)  2 (O(n )2  3 (O(n.lgn)  4 (O(n)  

Gدار    دار، همبند و وزن     گراف غیرجهت  -54 (V,E)=     با تابع وزن : Eω → ها    که وزن یال   ¡
|متمایز است و همچنین      E | | V ي دوم، درخـت      درخت فراگیر کمینه  .  را در نظر بگیرید    ≤|

. هاي پوشا، کمتر است  بیشتر و از سایر درخت MSTهاي آن از      گیري است که جمع وزن    فرا
 ت صحیح هستند؟اکدام عبار

(a MSTمنحصر به فرد است ولی درخت فراگیر کمینه دوم، لزوماً منحصر به فرد نیست .  
(b   اگر T   و T′          باشند آنگاه    به ترتیب اولین و دومین درخت فراگیر کمینهT  و T′  ًدقیقـا 

 حـذف کنـیم و یـالی مثـل          T از   (u,v)در یک یال تفاوت دارند یعنـی یـک یـال مثـل              
(x, y) E∈ را به T اضافه کنیم آنگاه T′شود  حاصل می.  

(c با مرتبه O(n e)+ (| V | n ,| E | e)=   .توان درخت فراگیر کمینه دوم را یافت  می=
1 (a و b  2 (c و a  3 (c و b  4 (a و b و c 
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سـه الگـوریتم زیـر    .  استwبا تابع وزن دار  و وزندار     یک گراف همبند غیرجهت    Gفرض کنید    -55
 . استG براي گراف MST یک Tدر کدام الگوریتم . گردانند می را برTهاي   یالمجموعه

  

a.
Sort the edges into nonincreasing order of edge weights w
T E
for each edge e, taken in nonincreasing order by weight

if T {e} is a connected graph
T T {e}

return T

=

−
= −

1
2
3
4
5
6

  

  

  

b. T
for each edge e, ta ken in ar bitrary order

if T {e} has no cycles
T T {e}

return T

= φ

=

1
2
3
4
5

∪
∪  

  

  

c. T
for each edge e, taken in arbitrary order

T T {e}
if T has a cycle c

let e be a max imum weight edge on c
T T {e }

return T

= φ

=

′ −
′= −

1
2
3
4
5
6

7

∪

  

1 (c و a  2 (b و a  3 (c و b  4 (c و b و a  

  کدام گزینه صحیح است؟ -56

)داکثر  رأس حnدار بدون دور با  تعداد یالِ گراف ساده جهت) 1 )n
  . است2

n رأس برابر nدار با  بند قوي یک گراف جهت هاي هم حداکثر تعداد مؤلفه) 2  2است .  
، گـراف   Gاز گـراف    .  اسـت  Gدار    بند قوي گراف جهت     هاي هم    تعداد مؤلفه  dفرض کنید   ) 3

G′    اگر  . سازیم  ها می   ها و با برداشتن جهت تمام یال         را با همان رأسu   هـاي     تعداد مؤلفـه
u باشد آنگاه ′Gبندي گراف  هم d≥باشد  می.  

حـداکثر   ،   v و   u رأس   2 یال، به ازاي هـر       e رأس و    n با   Gدار    فرض کنید در گراف جهت    ) 4
uیکی از یالهاي     v→   یا v u→  گـراف       .  وجود دارد آنگاه تعداد دورهـاي متفـاوتG از 

ــه  O(nمرتب ــد c2 و c1دو دور .  اســت2( ــاه ح ــد هرگ ــاوت گوین ــال  را متف ــک ی اقل ی
  .غیرمشترك داشته باشند
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 است کـه    G، یک درخت پوشا از      Gدارِ     از یک گراف غیرجهت    Tیک درخت پوشاي گلوگاه      -57
 مینـیمم باشـد، یعنـی       Gهـاي پوشـاي       ترین یال آن در بـین تمـام درخـت           وزن سنگین 

هـاي پوشـاي       سایر درخت  ترین یالِ   ، از سنگین  Tترین یالِ درخت پوشاي گلوگاه        سنگین
ترین یال  گوییم مقدار درخت پوشاي گلوگاه برابرِ با وزن سنگین. تر نیست ، سنگینGگراف 

 چند تا از عبارات زیر صحیح هستند؟.  استTدر 
a (یک درخت پوشاي مینیمم، یک درخت پوشاي گلوگاه است.  
b (یک درخت پوشاي گلوگاه، یک درخت پوشاي مینیمم است.  
c (گراف G     و عدد صحیح b   توان تشخیص داد که مقـدارِ        با زمان خطی می   .  داده شده است

  . استbدرخت پوشاي گلوگاه حداکثر 
d (توان درخت پوشاي گلوگاه را بدست آورد با زمان خطی می.  
1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

هـاي     مجموعـۀ همـۀ درخـت      Sفرض کنید   .  داده شده است   Gدار    دار وزن   گراف غیرجهت  -58
Sگراف .  استG (MST)ینۀ پوشاي کم S SG (V ,E سـازیم کـه     را به این صورت مـی =(

SV S=     یعنی هر رأس SG     متناظر با یک MST    از گراف G  است یعنی اگـر T1 و T2 دو 
MST   از G آنگاه   اشندب T1   و T2     دو رأس در SG        هستند و همچنـین یـال (T ,T )1  در  2

 فقط در یـک یـال بـا هـم           T2 و   T1هاي پوشاي      وجود دارد که درخت    SGدر  صورتی که   
 T1 و اضافه کردن یک یال دیگر بـه          T1اختلاف داشته باشند یعنی با برداشتن یک یال از          

   درست است؟SGکدام گزینه در مورد .  حاصل شودT2درخت 
1 (SGناگزیر یک گراف کامل است .  
2 (SGبند است  لزوماً کامل نیست ولی حتماً هم.  
3 (SGممکن است همبند نباشد .  
4 (SGخود یک درخت است .  

Gدار    دار غیرجهت  گراف وزن  -59 (V,E)=    فرض کنید   .  را در نظر بگیریدA   و B     یـک افـراز 
Aهاي گـراف اسـت کـه         دلخواه از رأس   B V=∪ و A B = φ∩ .   اگـر یـالe (u,v)= 

u(کند   وصل می  B را به    Aترین یالی باشد که       وزن  کم A∈ و v B∈(   آنگاه کـدام گـزاره ،
 :درست است اگر

  . متمایز باشدGهاي  وزن یال) الف
  . یالهاي با وزن یکسان وجود داشته باشدGدر ) ب
  . وجود داردGهاي MST در همۀ eیال ) الف) (1

  . وجود داردGهاي MST در همۀ eیال ) ب    (
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  . هاMST وجود دارد ولی نه لزوماً در همۀ G از MST حداقل در یک eیال ) الف) (2
  . هاMST وجود دارد ولی نه لزوماً در همۀ G از MST حداقل در یک eیال ) ب    (

  . وجود داردG هاي MST در همۀ eیال ) الف) (3
   هاMST وجود دارد ولی نه لزوماً در همۀ G از MST حداقل در یک eیال ) ب    (

  . وجود داردG از MST حداقل در یک eیال ) الف) (4
  . وجود نداشته باشدG از MST ممکن است در هیچ eیال ) ب    (

Gدار    دار غیرجهت   گراف وزن  -60 (V,E)=              را در نظر بگیرید که در آن وزن هر یـال عـددي 
حال با  . سازیم   را می  ′G گراف   کنیم و   وزن همه یالها را از یک کم می       . بین صفر و یک است    

  :یم آنگاهنام  می′Tیابیم و   را می′G گراف MSTکراسکال، 
  .دهند  تشکیل درخت پوشاي کمینه میG در گراف ′Tیالهاي ) 1
  .دهند  تشکیل درخت پوشاي بیشینه میG در گراف ′Tیالهاي ) 2
 ممکن است درخت پوشاي کمینه یـا درخـت پوشـاي بیـشینه              G براي گراف    ′Tیالهاي  ) 3

  .تشکیل دهند
  هیچ کدام) 4

Gدار   گراف ساده، همبند و غیرجهت     -61 (V,E)= با n رأس و eاست را 1ال که وزن هر یال  ی 
. اي اسـت   این گراف، از چـه مرتبـه      MSTترین الگوریتم براي یافتن       سریع. بگیریددر نظر   

  سازي شده است؟ فرض کنید گراف با لیست مجاورتی پیاده
1 ((n)θ  2 ((e)θ  3 ((e.lg n)θ  4 ((e n.lg n)θ +  

Tخواهیم در یک درخت آزاد  می -62 (V,E)= با nترین مجموعۀ غالب   رأس، اندازه کوچکT 
 از رئوس را مجموعه غالب گویند هرگاه هـر رأس کـه در              ′Vزیرمجموعۀ  . را بدست آوریم  

V′   نیست کم با یک رأس در      دست V′ترین الگوریتم کارا بـراي ایـن    سریع.  مجاور باشد
  کار از چه زمانی است؟

1 ((n)θ    2 ((n )θ 2  
3 ((n.lg n)θ    4 (اي ندارد راه حل چندجمله.  

 با  Gدار    بند و غیرجهت    گراف هم .  اگر رأس برشی نداشته باشد     است» دو همبند «یک گراف    -63
 Gپوشـاي   » دو هم بند  «ترین زیرگراف     وزن  خواهیم کم   می. هاي مثبت را در نظر بگیرید       یال

 باشـد و رأس  G بیابیم که شامل همۀ رئوس Gیعنی زیرگرافی از    .  وجود بیابیم  صورترا در   
براي این کار الگوریتم زیـر پیـشنهاد        . ه باشد هاي آن کمین    برشی نداشته باشد و جمع وزن     
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سپس تا زمانی که گـراف      . کنیم  ها را مرتب می     مانند الگوریتم کراسکال همۀ یال    «: شود  می
کدام گزینه در بـارة     . »کنیم  ها را از کوچک به بزرگ اضافه می         نشده است، یال  » دو همبند «

  این الگوریتم صحیح است؟
  .گرداند همواره جواب درست را برمی) 1
  .گرداند ها جواب درست را برمی تنها روي درخت) 2
  .گرداند هاي غیر از درخت جواب درست را برمی تنها روي گراف) 3
  هیچکدام) 4

  سازي شبیه الگوریتم دایجسترا است؟ کدام الگوریتم از نظر ساختار و پیاده -64
1 (BFS 2 (DFS  3 (3 و 1هاي  گزینه) 4  پریم  

الگوریتم دایجسترا را یـک  .  یال در نظر بگیرید e رأس و    n را با    G دار  دار و جهت    گراف وزن  -65
هـا فـرا       بـه تـک تـک رأس       s وزن کوتاهترین مسیرها از رأس داده شـدة          یافتنبار براي   

شوند داراي وزن منفـی و سـایر           خارج می  sهایی که از رأس       اگر تعدادي از یال   . خوانیم  می
  وجود نداشته باشد، کدام گزینه صحیح است؟ها داراي وزن مثبت باشند و دور منفی  یال

  .کند الگوریتم دایجسترا به خودي خود درست کار می) 1
باید تغییري در گراف ایجاد کنیم و سپس دایجسترا را فراخوانی کنیم که در ایـن صـورت            ) 2

 θ(n.x)زمان اجرا    باشد،   x برابرِ زمان عادي است یعنی اگر زمان عادي          θ(n)زمان اجرا   
  .باشد می

باید تغییري در گراف ایجاد کنیم و سپس دایجسترا را فراخوانی کنیم که در ایـن صـورت            ) 3
n)زمان اجرا  e)θ   . برابر زمان عادي است+

  .توان با دایجسترا، این مسئله را حل کرد اصولاً نمی) 4

هاي آن منفی است ولی دور منفی نـدارد را           که وزن برخی یال    Gدار    نگراف بدون جهت وز    -66
کدام گزینه بهترین توصـیف     . اگر الگوریتم فلوید روي این گراف اجرا شود       . در نظر بگیرید  

دربارة خروجی الگوریتم است؟ فرض کنید در این الگوریتم، فاصـله هـر رأس تـا خـودش                  
  .دکن همواره صفر است و این مقدار تغییر نمی

  .گرداند همیشه جواب درست را برمی) 1
  .گرداند همیشه جواب نادرست را برمی) 2
  .ممکن است جواب نادرست را برگرداند) 3
  .رسد افتد و به پایان نمی در حلقه می) 4
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 کردن یالها با انجام مقایـسه، شـاهد کـاهش      RELAXدر الگوریتم بلمن فورد، اگر هنگام        -67
آیـا گـراف    . روي داده اسـت   » کـاهش «شیم، گوییم یک     رأس نسبت به مبدأ با     یکفاصله  
 یال وجود دارد که با الگوریتم بلمن فورد، تعداد       e رأس و    nدار و همبندي با       دار و وزن    جهت

   شود؟Ω(ne)ها در آن  کل کاهش
  . خیرها مثبت است  گرافی که همه وزنبراي گرافی که شامل وزن منفی است بله ولی براي) 1
  .براي هر گرافی با هر وزنی خیر) 2
  .براي گراف با هر وزنی بله) 3
  .توان اظهارنظر کرد نمی) 4

n)هــاي زیــر بــر روي گــراف از زمــان خطــی  کــدام یــک از الگــوریتم -68 e)θ  نیــست؟ +
(| E | e , | V | n)= =  

سـازي    اگـر مرتـب   . صـورت وجـود   دار در     سازي توپولوژیکی رئوس یک گراف جهـت        مرتب) 1
  .توپولوژیکی وجود ندارد، تشخیص داده شود

  .هاي مساوي دار با وزن یافتن کوتاهترین مسیرهاي هم مبدأ در گراف بدون وزن یا در گراف وزن) 2
  .هاي بدون دور همبند دار در گراف یافتن کوتاهترین مسیر وزن) 3
  .دار در گراف جهتدار هم مبدأ  یافتن کوتاهترین مسیرهاي وزن) 4

uوزن یـال    .  داده شده اسـت    Gدار    دار و جهت    گراف وزن  -69 v→       را بـه صـورت w(u,v) 
 را بـا  w(u,v)سـازیم کـه     به ایـن صـورت مـی      G را از روي     ′Gگراف  . دهیم  نمایش می 
w (u, v)′کنیم  جایگزین می: 

  w (u,v) w(u,v) out deg(u) out deg(v)′ = − +  

  هاي زیر صحیح هستند؟ در این صورت چند تا از گزاره
(a وزن یک دور در G با وزن همان دور در G′برابر است .  
(b گراف G دور با وزن منفی دارد اگر و فقط اگر G′دور با وزن منفی داشته باشد .  
(c جمع وزن یالهاي این دو گراف با هم برابرندحاصل .  
(d کوتاهترین مسیر بین دو رأس در وزن G و G′برابر است .  
(e دار را بـدون جهـت فـرض کنـیم،            ها را نادیده بگیریم یعنی هر یال جهت          جهت یال  اگر

  . یکی است′G و G در (MST)مینۀ درخت فراگیر ک
1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  
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Gهاي زیر براي گراف  چند تا از گزاره -70 (V,E)= با n رأس و eیال صحیح است؟  
(a در پیمایش عمقیِ یک DAG هیچ گاه یال پشتی ،)س سو، پback (نداریم.  
(b در پیمایش عمقیِ یک DAG هیچ گاه یال ضربدري ،) ،چپ سوcross (نداریم.  
(c       با داشتن تعداد یالها، در O(n)    و نه O(n e)+ توان تشخیص داد کـه یـک گـراف           می

  .رد یا خیردار، دور دا ساده و غیرجهت
(d در O(n e)+دار، دور دارد یا خیر توان تشخیص داد که یک گراف جهت  می.  
1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

n رأس و nدار با   به صورت یک مسیر جهت  npگراف   -71 هـاي   تعداد زیرگـراف .  یال است1−
npهستند چند تاست؟) دست کم یک یالی( به درستی به صورت یک مسیر  نیز که آنها  

1 (n−12  2 (n!  3 (n(n )−1
2

  4 (n(n )+1
2
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  ]پاسخنامه. بخش دوم[
S,V)تـرین یـال بـرش      سـبک (u,v)ل یا.  درست است  a)). 3(گزینه   -1 S)−   اسـت و چـون 

 . باید انتخاب شودMSTها متمایز هستند، این یال حتماً در  وزن

(b  مثلاً در گراف  .  نادرست است  G     کوتاهترین مسیر از a   به d    مسیر a d→  است 

  . حضور ندارد{a,d} این گراف اصلاً یال MST دارد، حال آنکه در 4که وزن 
(c  با شروع از     مثلاً براي گراف    .  درست استa      پیمایش عمقی اصلاً یال (a,b) 

  .شود  میcrossکند و این یال،  را ملاقات نمی
vبا راس دلخواهی مثل     .  ابتدا خالی است   ′Vفرض کنید   ). 1(گزینه   -2 V∈     شروع کنید و v 

ایـن پروسـه   .  حذف کنیدV را از v و همه همسایگان راس  vید و راس     اضافه کن  ′Vرا به   
 حاصل، مستقل و ماکسیمال اسـت چـون         ′Vمجموعه  .  خالی شود انجام دهید    Vرا تا وقتی    

Vهر راس در     V− |)Oالگوریتم از مرتبه .  مجاور است′Vی در  با راس  ′ V | | E  اسـت  +(|
 .شود چون هر راس و هر یال دقیقاً یکبار بررسی می

یـافتن  . اندازه نیـستیم  ) ماکزیمم( در این سوال ما بدنبال مجموعه مستقل با بزرگترین           :توجه
NPیک مسئله ) النه ماکزیم(مجموعه مستقل ماکزیمم  complete−است . 

 راس مجـاور    d حـداکثر بـا       v.  که هنوز رنگ نشده را انتخاب کنید       vسی مثل   أر). 1(گزینه   -3
d رنـگ از     dحـداکثر   . است که ممکن است برخـی از آنهـا رنـگ شـده باشـند                رنـگ را    1+

 v رنـگ شـده باشـند و درجـه راس             vاگر همه رئوس مجاور     . ( نسبت داد   vبه راس   توان    نمی
ایـن پروسـه را     . را رنـگ کـرد      vتوان راس     پس می ) شوند   رنگ حذف می   d باشد، آنگاه    dبرابر  

|)Oزمان این الگوریتم    . تکرار کنید تا وقتی همه رئوس رنگ شوند        V | | E  است زیرا هر    +(|
 .شود  بار بررسی می2بررسی شود و هر یال حداکثر راس باید 

v را بسازید به این صورت کـه بـه ازاي هـر راس               ′Gگراف جدید   ). 3(گزینه   -4 V∈   دو راس 
Rv)  راس قرمز (  وBv)  در  ) راس آبیG′   بـه ازاي هـر یـال        .  ایجاد کنیـد(u,v) E∈   اگـر 

color(u,v) red=    آنگاه یال R R(u ,v B و در غیر ایـن صـورت یـال           ( B(u , v  ′G را در    (
در نهایت بـه ازاي هـر راس       .  است ω(u,v)اد شده برابر همان وزن      وزن یال ایج  . ایجاد کنید 

v V∈   یالهاي ،R B(v ,v B و   ( R(v ,v حـال بلمـن    . ایجاد کنید  ′G را در    5 هر یک با وزن      (
 4 و بررسی کنیـد کـدام یـک از           Bs  و یکبار با مبدا    Rsاجرا کنید، یکبار با مبدا    فورد را دوبار    

Rمسیر   Rs t→  ،R Bs t→ ،B Rs t→ ،B Bs t→سـاخت  . کوتاهترین است G′  از مرتبـه 
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O(n e)+اســـت  .G′ شـــامل n2 راس و n e+ یـــال اســـت و مرتبـــه بلمـــن فـــورد 
O(n e ) O( n(n e)) O(n.e)′ ′ = +  . است2=

مـشخص  .  را بیابـد  t بـه   s دهیم کـه تعـداد مـسیرهاي از    می ارائه  یم پویای تالگوری). 2(گزینه   -5
ترتیـب توپولـوژیکی بـراي گـراف فـرض کنیـد       . کردن زوج یا فرد بودن این تعداد ساده است        

nv ,v ,..., v1 v.  است 2 s=1   و nv t=  فرض کنید   .  فرض کنیدS[i]     تعـداد مـسیرهاي 
nv به   ivاز   t=  توان نوشت      است می

j adj(i)
S[i] S[i]

∈
=  v مجموعه تمـام رئـوس       adj(i) که   ∑

,i) که   است v) E∈      یعنی رئوسی که از i      شـرط اولیـه     .  وجـود دارد    به آنهـا یـالیS[n] = 1 
]Sجواب مسئله  .است  اسـت و  O(e) زیـر مـسئله برابـر    O(n)کل زمان حل تعداد .  است1[

O(nترتیب توپولوژیکی نیز از مرتبه  e)+پس کل زمان .  استO(n e)+است . 
 :سازي کرد  پیادهfتوان به شکل تابع  این الگوریتم را می). 1(گزینه  - 6

  f (E ,V)  
  |E|.sort edges in E by decreasing weight (e ,e ,...,e )1 21  

  . for i to | E |←2 1  
  {  

  i ie , e2 i// هستندieسر  دو1 i iif Reachable (G e ,e ,e ) is TRUE− 1 2  
  i i← +1  

  }  
  . return G3  

G     گردد،   برمی3 که در خطMST زیر برنامه .  استReachableتواند به شکل زیر پیـاده   می  
  :شود

  Reachable(G,a,b)  
  . for (each vertex u V)∈1  

  [ ] [ ]color u WHITE, u NIL{ }← π ←  
  . time ←2 0  

  . DFS VISIT(a)−3  
  . if b is BLACK return TRUE else return FALSE4  

بـراي  . توانید در کتاب طراحی الگوریتم پوران پـژوهش ببینیـد            را می  DFS-VISITالگوریتم  
 2خواهـد و زمـان خـط           می O(e.lge)، زمان   1سازي در خط      ، مرتب fمحاسبه زمان اجراي    
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 است  O(e) است برابر    Reachable زمان اجراي    R(E,V) است که    O(e.R(E,V))برابر  
O(e.lgپس زمان کل  e e.e) O(e )+ =   . است2

  . وجود داردReachableهاي سریعتري براي  سازي  پیاده:توجه
 :به گراف مقابل دقت کنید. نادرست است) b). 4(گزینه  -7

diam(G) dist(u,w)= = 2  
[dist(u,v) dist(u,w) dist(v,w)]apd(G) + +

= =
4

3 3
  

diam(G)در واقع همیشه  apd(G)≥باشد  می.  
a ( یعـی   تـوان نـشان داد بـراي هـر عـدد طب             می. نادرست استc         وجـود دارد گـراف ،G    کـه 

diam(G)
apd(G) c> .  گرافG      ایـن  .  را به شکل مقابل تصور کنید

ــراف  ــر nگ kdist(v رأس دارد و قطــر آن براب ,u ) k− =1 1 
 را یافت ولی ما یک کران بالا بـراي      apd(G)توان    می. است

 عـضوي وجـود     2 مجموعـه    knحداکثر تعـداد    . یابیم  آن می 
k{uدارد که حداقل یک عضو آن از         ,u ,..,u }−1 2 هـا    فاصله هـر کـدام از ایـن جفـت         .  است 1

  :پس.  هستند2ها حداکثر با فاصله  سایر جفت.  استkحداکثر 

  

n
k n

kapd(G)
n n

 
+ 

 < < +
− 

 
 

2
22

2 22
1

2

  

nحــال اگــر  k− > 21 apd(G) انتخــاب شــود پــس 2 < ــا انتخــاب 3 k و ب c>  داریــم 3
diam(G) c c
apd(G)

> =
3
3

.  

 : مقابل توجه کنید′G و Gبراي درك سوال به گراف ). 3(گزینه  -8

  

aمثلاً در گراف    .  غلط است  (b) درست است ولی     (a)). 1(گزینه   -9 b c d  اگر 
آید ولی   به دست میd به a شوند کوتاهترین مسیر از      cd   ، relax و بعد    bc بعد   abبه ترتیب   



   الگوریتمها و ساختمان داده        212

 غلط است زیرا مهم است که از چه رأسی  (c).  شامل سه یال است    d به   aکوتاهترین مسیر از    
 اجـرا کنـیم و سـپس از    BFS بایـد از یـک رأس   قطـر در واقـع بـراي یـافتن    . ایم  ع کرده شرو

 . حاصل، قطر گراف استBFS اجرا کنیم آنگاه عمق درخت BFSدورترین رأس مجدداً 
|دایجـسترا بعـد از      : 1توضیح گزینـه    ). 2(گزینه   -10 E | کـردن و     relax بـار    | V | | E  بـار   +|

 .کند یابد ولی لزوماً جواب درست تولید نمی عملیات صف اولویت انجام دادن خاتمه می
مـثلاً  ! شـود   برابر شود، کوتاهترین مسیرها عـوض نمـی      kاگر وزن همه یالها     : 2توضیح گزینه   

بر حسب متر بیان   خواهیم    اند حال می    ها برحسب کیلومتر داده شده      فرض کنید وزن همه یال    
  .شود  ضرب کنیم که کوتاه ترین مسیرها عوض نمی1000کنیم یعنی باید در 

 داشـت و فقـط بـا حـذف یـک یـال همـه         backتوان چندین یال      می .گزینه سوم غلط است   

 و  aba: و سیکل وجود دارد    د به عنوان مثال، در گراف      . ها را از بین برد      سیکل

abca .      پیمایش عمقی با شروع ازa    دو یال back  کنـد    تولید می :(b,a)   و (c,a) .    ولـی حـذف
  .کند  را نابود و گراف را بدون سیکل می  از گراف هر دو سیکل(a,b)یال 

 :درخت مسیر حاصل به شکل زیر است. به راحتی قابل بررسی است). 2(گزینه  -11

  
کافیست وزن همه یالها را قرینه کنیم و سپس الگوریتم کوتاهترین مسیرهاي هم             ). 3(گزینه   -12

n) را اجـرا کنـیم کـه از مرتبـه             DAGمبدا در    e)θ توجـه کنیـد در حالـت کلـی     .  اسـت +
(n e)θ در ضمن اگر گراف سیکل داشـته باشـد، ایـن      !  نوشت θ(n) یا   θ(e)توان     را نمی  +

 .اي ندارد مسئله راه حل چند جمله
اگر گراف، جنگل باشد یعنی سیکل نداشته باشد، حال اگر یک یال بـه آن اضـافه                 ). 4(گزینه   -13

ی کـه حـذف شـود، گـراف بـدون سـیکل       شود، از آن سیکل هر یال   شود که یک سیکل ایجاد      
زیرا حذف هر   .  ندارد decyclingاگر گراف بیش از یک سیکل داشته باشد آنگاه یال           . شود  می

 و  treeدار فقـط یـال      گـراف غیـر جهـت       DFSدانـیم     می. کند    یالی گراف را بدون سیکل نمی     
back   پس اگر فقط یک یال      . کند   تولید میback      ط یـک سـیکل      تولید کند یعنی گـراف فق ـ
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، آن یال و تمام       backدر صورت وجود فقط یک یال       .  دارد  decyclingدارد که در نتیجه یال      
 .باشند  میdecycling هستند، یال  back که بین دو راس آن یال  treeیالهاي 

  backوقتـی اولـین یـال       .  را یافـت   decyclingتـوان یالهـاي        مـی  DFSبا تغییر کوچکی در     
  NIL کنـیم و   exitکـلا    مـشاهده شـد،   back ثبت کنیم؛ اگر دومـین یـال    مشاهده شد آن را   

در صورت مشاهده تنها یال پشتی      .  برگردانیم  NIL ندیدیم نیز    backاگر اصلاً یال    . برگردانیم
(u,v)توان به انتهاي  ، میDFS  کد زیر را افزود و یالهاي decycling را مشخص کرد :  

  ans (u.v)=  
  x u=  

  while(x v)≠  
  add(x, (x)) to ansπ  

  x (x)= π  
  return ans  

|)DFS  ،Oظاهراً مرتبه   V | | E . تیم هـس  back یـال  2ولـی مـا بـدنبال حـداکثر     .  است+(|
|)Oپس مرتبه بـه     .  نداریم  decycling وجود داشت یال      back یال   2یعنی اگر حداقل     V |) 

  .یابد کاهش می
 اگر وزن یالها را در یک عدد مثبت ضرب کنیم و یـا بـا یـک                  :2 و   1توضیح گزینه   ). 2(گزینه   -14

 2ها را بـه تـوان    د و همه وزناگر وزن یالها مثبت باش. کند  تغییر نمیMSTعدد جمع کنیم،    
اگـر وزن یالهـا را بـا یـک عـدد جمـع کنـیم، ممکـن اسـت                    . کند   تغییر نمی   MSTبرسانیم،  

 برسانیم، ممکن   2اگر وزن یالها مثبت باشد و توان        . کوتاهترین مسیر بین دو راس عوض شود      

   کوتاهترین مسیر از  مثلاً در گراف . است کوتاهترین مسیر بین دو راس عوض شود       
  

s   به t   مسیر s t→ شود    حاصل می    برسند، گراف  2حال اگر وزنها به توان      .  است
s مسیر t به sکه کوتاهترین مسیر از  x t→  .  است→

اگر وزن همه یالها در یک عدد مثبـت ضـرب شـود، کوتـاهترین مـسیر بـین دو راس، تغییـر            
  . کند نمی

  یعنـی وزن .  اسـت MSTدار، داراي  دار همبنـد وزن   هر گراف غیر جهت:4 و  3توضیح گزینه   
ارد و   وجـود د   MSTیالها هر چه باشد، مثبت یا منفی و حتی اگر سیکل منفی داشته باشیم،               

  .کنند کراسکال و پریم به درستی عمل می
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 :براي گراف داده شده خروجی فلوید عبارت است از. )1(گزینه  -15

  

a b c d e
a
b
c
d
e

 
 ∞
 
∞ 

 ∞
 ∞ 

0 1 3 5 7
0 2 4 6
3 0 2 4
1 3 0 7
6 8 5 0

  

 .که کافیست در هر ستون ماکزیمم را بیابید
 .مرتبه همان مرتبه فلوید است). 3(گزینه  - 16
توان ترانهاده گراف را ایجـاد    آن می و معکوس کردن  Gبا خواندن لیست مجاورتی     ). 3 (گزینه -17

| برابر  Gاز آنجا که تعداد عناصر لیست مجاورتی        . کرد V | | E توان این کار را  باشد می  می+|
|)Oدر زمان  V | | E  . انجام داد+(|

هـا را   سیکلتوان   می  DFSبا پیمایشی   . پل یالی است که عضو هیچ سیکلی نیست       ). 2(گزینه   -18
|)Oها را یافت که از مرتبه         توان، پل   پس با این پیمایش می    . تشخیص داد  V | | E  اسـت   +(|

|)Oو چون گراف همبند است،  V | | E |) O(| E |)+ =. 
  ).4(گزینه  -19

  
  . بررسی کنید).3(گزینه  -20
 بـه ایـن   )تـوان   نیـز مـی  DFSبا (  را تشخیص داد بودن دوبخشی BFSتوان با     می. )1(گزینه   -21

کافی اسـت رأس    .  رنگ گراف را رنگ کرد، دوبخشی است و برعکس         2صورت که اگر بتوان با      
 بـدهیم و بـه      2شـود رنـگ        بدهیم هر راسی که توسط این راس ملاقات مـی          1شروع را رنگ    

ها را بررسی کنیم که آیـا   دهیم و سپس یک بار یال   همه رئوس را رنگ      BFSهمین ترتیب با    
  . جواب استBFSدو رأسش همرنگ هستند یا خیر، که در نهایت همان مرتبه هر یال 

 ترین سنگین از یالش ترین سنگین که است پوشایی درخت گلوگاه، پوشاي درخت .)4( گزینه -22
 هـیچ  و دارد 4 وزن یال ترین سنگین ها، گزینه در! نباشد تر سنگین پوشا، هاي درخت سایر یال

  .باشد کمتر 4 از یالش ترین سنگین که ندارد وجود پوشایی درخت
 یکـسان  BFS  درخـت  و DFS  درخـت  باشـد،  درخت خود G که صورتی در فقط .)1( گزینه -23

  .هستند
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V بگیرید، نظر در را مقابل گراف مثلا .)4( گزینه -24 {de} , V {abc}= =2  از آنگـاه . کنیـد  فـرض  1
 حاصـل  ولـی  شـود،  انتخـاب  bd بایـد  کنـد  می وصل هم به را قسمت دو که bd ، ec یالهاي
MST نیست:  

 
یک روش این است که وزن همه یالها را قرینه کنیم و سپس کوتاهترین مـسیر از               ). 1(گزینه   -25

s     هترین مـسیر، ترتیـب توپولـوژیکی را یافتـه و بـه             براي یافتن کوتـا   .  به همه رئوس را بیابیم
واضح است که مرتبه این عملیات با لیـست  . کنیم  می relaxهمین ترتیب رئوس را برداشته و   

n)مجاورتی،  e)θ  . است+
 در واقع اندازه صف مورد اسـتفاده         BFSحافظه مصرفی   . نادرست: 1گزاره  توضیح  ). 2(گزینه   - 26

مـثلاً در گـراف     .  اسـت  O(n)اندازه صف از مرتبه     . الگوریتم است  در این 
DAG      مقابل، حداکثر طول مسیر L =  بعد از ملاقات     BFS است ولی    1
nکند و طول صـف مـورد نیـاز          ، همه رئوس را وارد صف می        sراس   −1 
  .است

توانـد     لزوماً گراف خلوت نیـست و مـی         DAG. نادرست: 2 زارهگتوضیح  
n(nحداکثر   )−1

 DAG روي  DFS و  BFS یال داشته باشد، پس مرتبه      2
O(nبرابر  e)+ است و نه O(n).  

 اسـت و مهـم نیـست        u تا    s کوتاهترین فاصله راس     d[u]منظور از   . درست: 3 گزارهتوضیح  
 و   a به همه رئـوس       sمثلاً در گراف فوق، فاصله راس       .  در لیست مجاورتی کجاست     uکه راس   

b و c و d  است و مهم نیست در لیست مجاورتی 1 برابر s کدام راس زودتر آمده است ،.  
افـزاییم در ایـن        مـی  MST را بـه     qیابیم و سپس یـال         را می  O(T)  ،MSTبا مرتبه   ). 1(گزینه   -27

 qترین یال غیـر از   حال از سیکل ایجاد شده سنگین  باشد،   می  nصورت تعداد رئوس و یالهایش برابر       
O(Tپس کل این عملیات از مرتبه .  استO(n)کنیم که از مرتبه  را حذف می n)+است . 

 4 داراي  به عنوان مثال گـراف .  زیباترین درخت فراگیر است     MSTخود  ). 1(گزینه   -28

است که میزان زشتی        درخت پوشاي 
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 داراي کمتـرین میـزان زشـتی     MST اسـت کـه   5 و  4 و   3 و   3 درخت به ترتیب برابر      4این  
 .هاي دیگري نیز با مینیمم زشتی باشند  است البته ممکن است درخت

 منحصر به    MSTاگر وزن همه یالها متمایز باشد آنگاه        .  صحیح است  aفقط گزاره   ). 2(گزینه   -29

 دو یال بـا وزن یکـسان        مثلاً در گراف  . فرد است ولی عکس این جمله صحیح نیست       

 .دارد  MST وجود دارد ولی این گراف فقط یک 1

Gواضح است که    ). 2(گزینه   -30 GS S′  از تعـداد    ′Gهـاي فراگیـر کمینـه          زیرا تعداد درخـت    ⊇
،   G در    e از حـذف یـال       ′Gدقـت کنیـد     .  کمتر یا مساوي است     Gهاي فراگیر کمینه      درخت

شود به عنوان مثال گراف        حاصل می 
a b

d c

   درخـت پوشـاي مینـیمم اسـت ولـی           4 داراي   
  

شود که فقـط یـک درخـت پوشـاي        حاصل می    را حذف کنیم گراف    (a,b) اگر یال 

Gبنابراین همیشه . مینیمم دارد G GS S S′  .باشد  می∩=′
کافی است با شـروع  . ا یافتتوان این رأس ر  میBFS وجود دارد و با vحتماً رأس ). 1(گزینه   -31

 sفرض کنید مجموعه رئوسی که در سطح اول توسط .  را اجرا کنید BFS، الگوریتم   sاز رأس   
شـوند یعنـی       باشد و مجموعه رئوسی که در سطح دوم ملاقات مـی           L1شوند برابر     ملاقات می 

 فرض کنیم و بـه همـین ترتیـب    L2ابر   است را بر   2 برابر   sشان تا     مجموعه رئوسی که فاصله   
iL   شان از   برابر مجموعه رئوسی است که فاصلهs برابر iبـا توجـه بـه صـورت مـسئله،      .  باشد

nd کــه dL در ســطح tرأس  > ســت کــه حــداقل یکــی از مــشخص ا. شــود  ملاقــات مــی2
dLو  .. و   L2 و   L1هاي    مجموعه  شامل یک رأس هستند، چون اگر هر کدام شامل حداقل    1−

nd رأس باشند، با توجه به اینکه        2 >  پـس وجـود   .شـود   بیشتر مـی  n آنگاه تعداد رئوس از      2
، رأسی است کـه اگـر حـذف         vاست و همین رأس      v که شامل فقط یک رأس مثل        iLدارد  

 . دیگر مسیري نخواهیم داشتt به sشود آنگاه از 
Lکنیم و مجموعه سـطوح         را اجرا می   BFS، الگوریتم   vبا مبدأ رأس    ). 2(گزینه   -32 ,L ,L2 1  و  0

Lیابیم که     را می . .. {v}=0   و L1      از  1 مجموعه رئوس با فاصله vو به طـور کلـی   .  استiL 
 بـه   v برابر تعداد کوتاهترین مسیرها از       s(x)فرض کنید   .  است v از   iمجموعه رئوس با فاصله     

x براي هر رأس    .  استx در  L1   داریم s(x)  چـون تنهـا کوتـاهترین مـسیر بـراي رأس            1=
x L∈ j که jLبراي سایر سطوح   .  است {v,x}، یال   1 jy اگـر  1< L∈  آنگـاه s(y)  برابـر 

jL در سطح x براي همه نودهاي s(x)جمع   . استy با یک یال به 1−
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...  و L3 و L2 و L1 را بـه ترتیـب بـراي    s(x)توان تمام این مقادیر     ، می BFSبعد از اجراي    
 است و از آنجـایی کـه جمـع کـل     x حداکثر برابر درجه s(x)زمان محاسبه هر   . محاسبه کرد 
O(n است پس زمان کل این الگوریتم e2درجات برابر  e)+است .  

نـامیم پـس       مـی  undirE و   dirEدار را     دار و غیرجهـت     هـاي جهـت     مجموعه یال ). 4(گزینه   -33
dir undirE E E= dirGیعنـی در گـراف      (دار    هـاي جهـت     با توجه بـه یـال     . ∪ (V,E )′ = (

n(Vیابیم که فرض کنید       ترتیب توپولوژیکی براي رئوس می     ,V ,...,V )1 دقـت کنیـد    .  باشد 2
جهـت هـر    .  حتماً ترتیب توپولوژیکی وجـود دارد      دار بدون سیکل هستند     هاي جهت   چون یال 
 بـه رأسـی   iVدار از چپ به راست در ترتیب بدست آمده است یعنی از رأسی مثل           یال جهت 

i که   jVمثل   j< .     دار مثـل   حال کافی است به هـر یـال غیرجهـتp q(V ,V  undirE در (
هـا را از چـپ بـه      باشـد یعنـی جهـت   max{p,q}V به min{p,q}Vجهتی نسبت دهیم که از     

مرتبـه ایـن   . دار و بدون سیکل اسـت   کاملاً جهت G بنابراین اکنون گراف     .راست نسبت دهیم  
O(nترتیب توپولوژیکی یعنی    عملیات همان مرتبه     e)+ زیرا نـسبت دادن جهـت بـه        .  است

 .ها نیز از مرتبه خطی است یال
Gگراف  ). 1(گزینه   -34 (V ,E )′ ′ بـه ازاي هـر     : سـازیم    به صورت زیر مـی     G را از روي گراف      =′

vرأس  V(G)∈ دو رأس rv و sv در G′ــی ــاد م ــیم  ایج ــوار  . کن ــال هم ــر ی ــه ازاي ه ب
(u,v) E(G)∈    دو یال ،r r(u ,v s و   ( s(u ,v هـر یـال    بـه ازاي    . کنـیم    تولید می  ′G در   (

(u,v)ناهموار   E(G)∈ هاي     یالs r(u ,v s و   ( r(v ,u اکنـون  . کنـیم    ایجاد می  ′G را در    (
کنـیم    اجرا میrt به ss و از st به ssالگوریتم دایجسترا را براي یافتن کوتاهترین مسیر از       

 به ازاي ru به suهاي با وزن صفر از  توان یال البته می. کنیم و مینیمم این دو را انتخاب می     
uهر   V(G)∈      ایجاد کنیم و دایجسترا را براي یافتن کوتـاهترین مـسیر از ss  بـه rt  اجـرا 

O(n از مرتبه    ′Gتوان گفت، تولید      در مورد زمان اجرا می    . کنیم e)+     اسـت و G′   شـامل 
n2    رأس و e2 اجراي دایجـسترا از مرتبـه   .  یال استO( e n.lgn) O(e n.lgn)+ = +2  بـا  2

  .پس مرتبه کل همان مرتبه دایجسترا است. اچی استکمک هیپ فیبون
درجـه خروجـی   .  استGدار   نمایش لیست مجاورتی گراف جهتAdjفرض کنید  ). 1(گزینه   -35

. شـماریم   را مـی u، یعنی تعداد نودهاي موجود در لیـست  Adj[u] برابر است با طول  uرأس  
n)پس محاسبه درجه خروجی همه رئوس از مرتبه          e)θ  برابر  uدرجه ورودي رأس    .  است +

اگر ما به ازاي هر رأسـی همـه   . ها ظاهر شده است  در همه لیستuتعداد باري است که رأس      
ولـی  .  اسـت θ(n.e)جستجو کنیم آنگاه مرتبه محاسبه درجه ورودي همه رئوس        ها را     لیست

]Tتوانیم یک آرایه      می ..n]1        هاي ایـن آرایـه بـدهیم     تعریف کنیم و مقدار صفر به همه درایه .
هـا    در لیـست  راuها را فقط یک بار جستجو کنـیم و هـر بـار رأس      حال کافیست همه لیست   
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مرتبه .  استi نشان دهنده درجه ورودي رأس T[i]در نهایت   .  را افزایش دهیم   T[u]دیدیم  
n)این الگوریتم  e)θ  . حافظه اضافی داردθ(n) است و البته نیاز به +

 لیـست مجـاورتی گـراف    2Adj باشد و G لیست مجاورتی گراف Adjفرض کنید  ). 3(گزینه   - 36
G2کد زیر .  باشدG2یابد  را با لیست مجاورتی می:  

  
/ /

for each vertex v in Adj[u]
for each vertex w in Adj[v]

insert w in Adj [u]. edge (u,w) E∈ 22
  

هـا حـذف     لیـست هاي تکراري که امکان دارد بوجود آیـد را از      باید یال  2Adjپس از محاسبه    
 Adjبـراي هـر یـال در    ).  باشـد 2 چنین مسیر به طـول     w و   uممکن است بین رأس     (کنیم  

هـاي    حذف یال . آید   بدست می  O(n.e) با مرتبه    2Adjشوند، پس      رأس بررسی می   nحداکثر  
O(nتکراري نیز از مرتبه   e)+ است پس کل الگوریتم از مرتبه O(n.e)حـال فـرض   .  است

دانـیم     که می  A2 عبارت است از     G2ماتریس مجاورتی   .  باشد G ماتریس مجاورتی    Aکنید  
nضرب دو ماتریس  n× با روش استراسن از مرتبه lgO(n   . است7(

,i] درایه   forتوان با کمک دو حلقه        با ماتریس مجاورتی می   ). 3(گزینه   -37 j]    را با [ j,i]  تعویض 
n)کرد و مرتبه  )θ   :توان کد زیر را نوشت  میتیبا لیست مجاور.  است2

  

T

T

T

allocate array G of size n
for (each v V)

for (each u Adj[v] in G)

insert v to Adj[u] in G

return G

∈
∈  

n)پس مرتبه این کد . شود س و یال یکبار مراجعه میدر این کد به هر رأ e)θ   . است+
 یک چاه فراگیر است زیرا درجه خروجـی         3براي درك بهتر، در گراف مقابل رأس        ). 3(گزینه   -38

nصفر و ورودي  − =1 nگراف  (3 =  .دارد)  رأسی است4

  A

 
 
 =
 
  

1 2 3 4
1 0 1 1 1
2 0 0 1 0
3 0 0 0 0
4 1 0 1 0

  

 همـه  kها صفر باشند و در سـتون    همه درایه  k چاه فراگیر است اگر در سطر        kدر واقع رأس    
چاه فراگیر در صورت وجود در یک گراف منحصر به فرد           . یک باشند ) بجز درایه قطر  (ها    درایه
  : الگوریتم به این صورت است. است

1 2

34
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هاي این سطر صفر باشند آنگاه فقـط رأس      درایه کنیم اگر همه    سطر اول را از چپ بررسی می      
هاي این سـتون   کنیم اگر همه درایه تواند چاه فراگیر باشد حال ستون اول را بررسی می            می 1
 چاه فراگیر است و در غیر این صـورت، گـراف چنـین              1آنگاه رأس   ) بجز درایه قطر  ( باشند   1

ي   اولین درایـه k در ستون 1 در سطر   حال فرض کنید  . یابد  رأسی ندارد و الگوریتم خاتمه می     
k تا   1 وجود دارد پس رئوس از       1  هیچ یـالی    1توانند چاه فراگیر باشند زیرا از رأس           نمی 1−

k پس ما    .به این رئوس وجود ندارد      حال از بـین     .ایم   حذف کرده  O(k) رأس را با مرتبه      1−
 را شـبیه    jسطر  .  باشد jفرض کنید این رأس     . کنیم  رئوس باقیمانده اولین رأس را انتخاب می      

 را بررسـی  j صـفر باشـند آنگـاه سـتون     jهـاي سـطر    کنیم، اگر همه درایه  بررسی می1سطر  
m باشد آنگاه رئـوس تـا        m در ستون    1ي    در غیر این صورت اگر اولین درایه      . کنیم  می  و  1−

kپـس مـا تـاکنون       . توانند چاه فراگیـر باشـند        نمی jهمچنین رأس    m+       رأس را بـا مرتبـه 
O(k m)+  پس با مرتبه    . ایم   حذف کردهO(n) توان همه رئوس را حذف کرد و یا اینکـه             می

  .به رأس چاه فراگیر رسید
 .ک مثال توجه کنید به ی).2(گزینه  -39

T

e e e e a b c a b c
ea aeB.B b bec ce

− − − − −    −   = − × = − − −    − − −    − 

1 2 3 4
1
2
3
4

1 1 01 1 0 0 2 1 11 0 11 0 1 1 1 3 20 1 10 1 1 1 1 2 30 1 1

   

a b

c

e

e
e e  

درجه یک رأس برابر مجموع درجات ورود       (هاي قطر اصلی، درجات رئوس گراف هستند          درایه
 هاي غیرقطر اصلی که همیشه منفی یا صفر هستند، قـدرمطلق            درایه) و خروج آن رأس است    

  .دهد آنها تعداد یال بین دو رأس را نشان می

  به شکل  2هاي کوتاهترین مسیر براي گراف گزینه         یکی از درخت  ). 2(گزینه   -40
u w

xv

s 

  .کند  این درخت را تولید نمیsء  با مبداBFSست ولی هیچ نوع پیمایش ا
 .توان قطر یک درخت را یافت  میθ(n)با مرتبه  و 3با روش گزینه ). 3(گزینه  -41
 Gگـراف   .  هر دو غلط هستند    b و   a). 4(گزینه   -42

پیمـایش عمقــی بــا  . مقابـل را در نظــر بگیریــد 
 wابتدا  .  نشان داده شده است    wشروع از رأس    

 تمـام شـده و      u ملاقات شده و سپس      uسپس  
 نهایـت    ملاقات شـده و تمـام شـده و در          vبعد  

w

u v
G

w

u vDFS (w)
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ــی   wرأس  ــت یعنـ ــده اسـ ــام شـ f[w] تمـ = f[v] و 6 = d[v] و 5 = f[u] و 4 =  و 3
d[u] = d[w] و 2 =1 

d[u]جـود دارد و همچنـین        مـسیري و   v به   u از   Gبینیم در گراف      همانطور که می   d[v]< 
همچنـین  ).  غلـط a( نیـست  u نـواده رأس  vولی در جنگل حاصل از پیمـایش عمقـی، رأس    

d[v] f[u]> پس bنیز غلط است .  
صل ، مت ـ Gدار    دهـد گـراف جهـت        تـشخیص مـی    O(n.e)الگوریتم زیر با مرتبـه      ). 4(گزینه   -43

uبراي هر رأس   : یکطرفه است  V∈ تابع ،DFS VISIT(u)−توجه کنیـد  . کنیم  را اجرا می
کنیم و هر رأسی کـه    شروع میuشود یعنی از رأس   اجرا میuفقط همین تابع براي هر رأس   

اي بـاقی مانـده اسـت یـا      دهکنیم آیا رأس ملاقات نش کنیم و بررسی نمی    بتوانیم را ملاقات می   
 وجود داشته باشد آنگاه گراف متـصل یکطرفـه نیـست، در             forward یا   Crossاگر یال   . خیر

 .غیر این صورت گراف متصل یکطرفه است
  :دار مقابل را در نظر بگیرید به عنوان مثال گراف جهت

  

a b

cd  
  :کنیم  را اجرا میDFS-VISIT هر رأس تابع به ازاي

  

a b

d c

   DFS-VISIT (b)  

a

d

    DFS-VISIT (a)  

  d
DFS-VISIT (d)     d c  DFS-VISIT (c)  

پـس ایـن   .  اسـت cross یـال  (a,d) یال DFS-VISIT(b)کنید، در  همانطور که مشاهده می  
b دو مسیر d به bاز (گراف متصل یکطرفه نیست  c d→ b و → a d→   ) وجود دارد→

O(n ترتیب توپولوژیکی را با مرتبه  G روي گراف    ).3(گزینه   -44 e)+تمام مـسیرهاي  . یابیم  می
 .کنند  در ترتیب توپولوژیکی استفاده میt و s فقط از رئوس بین t و sبین 

براي ایـن منظـور     .  را شمارش کرد   t به   sنویسی پویا تعداد مسیرهاي از        توان با برنامه    حال می 
و بـه سـایر رئـوس    )  یک مسیر وجـود دارد    s به   sاز  (دهیم     را نسبت می   1برچسب   sبه رأس   

 را از ترتیب توپولوژیکی انتخـاب  iسپس به ترتیب هر نود مثل   . دهیم  برچسب صفر نسبت می   
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کرده و با رابطه     
( j,i) E

paths[i] paths[ j]
∈

= در . شـماریم   را مـی i بـه  s تعداد مـسیرهاي از      ∑

  . جواب استpaths[t]نهایت 
خواهیم در گراف داده شده در صورت سؤال، تعداد مسیرهاي            براي درك بهتر، فرض کنید می     

ــه pاز  ــشماریمv بـ ــی  .  را بـ ــراف مـ ــن گـ ــوژیکی ایـ ــب توپولـ ــکل  ترتیـ ــه شـ ــد بـ   توانـ
»p n o s m r y v x w z u q t «باشد.  

  :کنیم  را محاسبه میpaths مقدار v تا رأس pحال از رأس 
paths[o]و     paths[p] paths[n]= + paths[n] و 1= paths[p] و 0= =1  

paths[m] و    paths[s] و 0= paths[p] paths[o]= + = 2  
  paths[y] paths[r]= = paths[r] و 3 paths[o] paths[s] paths[m]= + + = 3  

  paths[v] paths[o] paths[y]= + = 4  

پس .  تولید نکند  back یال   DFS بدون سیکل است اگر و فقط اگر پیمایش          گراف). 1(گزینه   -45
DFS        را اجرا کنیم اگر اصلاً یال back         هـا    دیده نشود به این معنی است کـه همـه یـالtree 

nهستند و حداکثر      دیـده   backو اگـر یـال      .  است O(n) وجود دارد که مرتبه      tree یال   1−
انـد کـه در ایـن      یال بررسـی شـده  nتم را خاتمه دهیم که در این صورت حداکثر          شود الگوری 

 . استO(n)صورت نیز مرتبه 
مـثلاً بـراي    . نادرسـت اسـت    )a ).2(گزینه   - 46

گــراف مقابــل پیمــایش عمقــی را بــا یــک 
ایـم و داخـل هـر         ترتیب دلخواه انجام داده   

dنود مقدار    / f (discovery/finish)  را 
ال اگر مجـدد روي همـین       حایم    ثبت کرده 

. DFS–VISIT  با اولین فراخوانیِ   ،ها انجام دهیم  fگراف پیمایش عمقی را به ترتیب صعودي        
{fgh}  شوند که این یک مولفه متصل قوي نیست       ملاقات می .b( مـثلاً گـراف   .  درست اسـت

a b

cd

,c)حال اگر یال . است {d}و  {c}و  {b}و  {a} مولفۀ متصل قوي    4 داراي    a) 

 .خواهیم داشت {d}و  {abc} مولفه متصل قوي 2به گراف اضافه شود آنگاه 
 x هـم از     y و   xداري است که به ازاي هـر دو رأس            گراف متصل قوي گراف جهت    ). 1(گزینه   -47

 حداقل یک مسیر وجود داشته باشد یعنـی از هـر رأس بـه همـه رئـوس      x به  y و هم از     yبه  

مثلاً گراف   . دسترسی وجود داشته باشد   
a b

cd

 متصل قوي است ولی تـور اویلـري نـدارد           

a b c d

e f g h
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به طور کلـی شـرط لازم و کـافی بـراي وجـود تـور اویلـري در گـراف                     ).  غلط است  cعبارت  (
شرط لازم و کافی    . دار آن است که گراف همبند باشد و درجه همه رئوس زوج باشد              غیرجهت

دار آن است که گراف همبند باشد و درجـه ورودي هـر       تور اویلري در گراف جهت     براي وجود 
 متصل قـوي اسـت   Gچون صورت سؤال گفته گراف      . رأس با درجه خروجی آن مساوي باشد      

مرتبه یـافتن تـور اویلـري بـه     .  صحیح است و نیازي به ذکر کلمه همبند نیستaپس عبارت  
O(nطور کلی    e)+       است و   است ولی چون گراف همبندn O(e)∈      پس مرتبه یافتن تـور 

هـا را طـی       براي یافتن تور اویلري، از یک راس دلخواه شروع کنید و یـال            .  است O(e)اویلري  
اکنون . کنید طوري که هر یال حداکثر یک بار طی شود، تا وقتی که به رأس شروع باز گردید          

 حذف کنیـد و نـام گـراف    G را از گراف C0هاي  اید، حال یال  یافتهC0شما یک سیکل مثل    
.  نیز درجه ورودي هر رأس با خروجی آن مـساوي اسـت            G1در گراف   .  بگذارید G1جدید را   

در غیر این صورت گـراف اصـلی   ( دارد C0 حتماً حداقل یک رأس در      G1هر جزء همبند در     
G  اکنون براي هر جزء همبند      ).  ناهمبند استG1       و . ، به طور بازگشتی یک تور اویلري بیابید

 . ادغام کنیدC0در نهایت همه این تورها را با 
  .همه عبارات صحیح هستند). 4(گزینه  -48

a(   براي درك بهتر، گراف G  مقابل و درخت حاصل از پیمایش عمقـی Gπ   بـا شـروع از s را 
 مـشاهده   G اسـت کـه دو فرزنـد دارد و همـانطور کـه در                s رأس   Gπریشه  . در نظر بگیرید  

  . انفصال استsکنید، رأس  می

b

a

s

e

d

f

c

g

Gπ                      
d e

ba

s

c

f g

G  

دانـیم پیمـایش عمقـی     ارد می است و حداقل دو فرزند د      Gπ ریشه   sبراي اثبات فرض کنید     
 به زیر درخت راسـت      s ندارد پس هیچ یالی از زیر درخت چپ          crossدار یال     گراف غیرجهت 

s وجود ندارد بنابراین اگر s از گراف Gشود  حذف شود حتماً گراف ناهمبند می.  
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b(    فرض کنید v    یک رأس غیرریشه در Gπحالـت  . گیریم نظر میدو حالت را در .  باشد
 sشود   باعث میv طبق صورت مسئله داشته باشد آنگاه حذف s یک فرزند مثل vاگر : 1

 وجـود  sاگـر رأسـی مثـل    : 2حالـت  .  یک نقطه انفـصال اسـت  v جدا شود پس  vاز پدر   
براي اثبـات فـرض کنیـد       .  نقطه انفصال نیست   vدهیم رأس     نداشته باشد آنگاه نشان می    

v0   پدر v    باشد و mv ,..., v1   فرزندان v آنگاه طبق فرض، مسیري از      .  باشندiv    بـه v0 
iبه ازاي هر     ,...,m=1  یعنی مجموعه   .  وجود داردmS {v , v ,..., v }= 0  همگی در یـک     1

واضح است که هـر  . کند ، این رئوس را از هم جدا نمیvس حذف پ. لفه همبند هستند  مو
 در ′u و uپس اگر مسیري از رئوس  .  بگذرد Sگذرد باید از دو رأس         می vمسیري که از    

 وجـود  vس از حـذف   در گـراف پ ـ  ′u بـه    u باشد، آنگاه هنوز مـسیري از        Gگراف اولیه   
  .خواهد داشت

c( توان در تابع       میVISIT-DFS   دو دستور اضافه کرده و مقدار low[u]   را بـراي هـر رأس 
u  براي بررسی تابع    . ( محاسبه کردDFS-VISIT        به کتاب طراحی الگـوریتم پـوران پـژوهش 

  )مراجعه کنید
ــه کــد اصــلی اضــافه  9 و 4دســتورات   ب

 بـراي   lowپس مرتبه محاسـبه     . اند  شده
همه رئوس همان مرتبه پیمایش عمقـی       

O(nیعنــی  e)+ اســت و چــون گــراف 
  . استO(e)همبند است مرتبه 

d(         براي یافتن نقـاط انفـصال، الگـوریتم 
DFS-VISIT       را با شروع از رأس دلخواه 

v0   پـس از  در ایـن کـد   . کنـیم    اجرا مـی
Color[u]دستور   BLACK=  بررسی ،

low[u]کنیم اگر     می d[u]=   آنگاه u  را 
. کنـیم   به عنوان نقطه انفصال اعـلام مـی       

 اگر بیش از یک فرزند      v0همچنین خود   
در درخت حاصـل داشـته باشـد نیـز بـه            

  .شود عنوان نقطه انفصال اعلام می
  .ها را هم بررسی کنید درستی سایر گزاره

( )DFS VISIT G,u
time time
d[u] time
color[u] GRAY
low[u] d[u]
for (each v Adj[u])

if (color [v] WHITE)
{

[v] u
DFS VISIT(G,v)
low[u] min{low[u],low[v]}
}

Color[u] BLACK
time time
f[u] time

−

= +
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=
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S,V) و بـرش     Gبـراي درك بهتـر سـوال، گـراف          ). 2(گزینه   -49 S)−    کـه S {a,b,d,e}=  و 
V S {c,f ,g,h,i}−  .اند  در شکل مشخص شده=

4
8 7

9

14

10

42

6

1

7

2

11

8 h

i

c

g f

d

e

b

a

  
ــهزیرمجم A  وع {ab,ci,cf ,fg,gh}=ــال ــت    از ی ــده اس ــشخص ش ــکل م ــا در ش ــن . ه ای

کنیـد     گراف است و همـانطور کـه مـشاهده مـی           MSTاي از     زیرمجموعه در واقع زیرمجموعه   
S,V)برش   S)−   به A  گذارد و هیچ یال        احترام میA هایی کـه از ایـن    یال. کند  را قطع نمی

 cd که یـال     ef و   ah  ،bh  ،bc  ،cd  ،df عبارتند از    )کنند  برش را قطع می   (نند  ک  برش عبور می  
 A اضـافه شـود،   A امن است زیـرا اگـر بـه    Aیال سبک براي این برش است و این یال براي     

 امـن هـستند   A نیـز بـراي   ah یا bcیال  .  گراف خواهد بود   MSTاي از     همچنان زیرمجموعه 
مانـد    بـاقی مـی  MSTاي از   همچنان زیرمجموعـه Aشود،  اضافه A به  bcچون اگر مثلاً یال     

  . نادرست است(b) براي برش گفته شده، یال سبک نیست یعنی گزاره bcولی یال 
 حتماً یال سبک عبـور کننـده از         MSTهاي موجود در       درست است چون همه یال     (c)گزاره  

 غلط است مثلاً در گراف       (d)حداقل یک برش هستند گزاره      
22

2

a

bc
 هر برشی کـه در      

Sهــا، یــال ســبک بــراي آن هــستند مــثلاً بــراي بــرش   یــال از تــا2نظــر بگیریــد،  {a}= و 
V S {b,c}− ــرش  ac و ab، هــر دو یــال = ــراي ب ــا ب S یــال ســبک هــستند و ی {b}= و 
V S {a,c}− هـاي سـبک را در     یال سبک هستند ولی اگر ایـن یـال   bc و   ba، هر دو یال     =

 (e) گـزاره  . نیـست MSTشود که   حاصل می{ab,ac,bc}یک مجموعه قرار دهیم مجموعه   
اگر براي هر برش، یال سبک منحصر بـه فـردي عبـور کننـده از آن بـرش وجـود                 . غلط است 

مثلاً بـراي   .  منحصر به فرد است ولی عکس این جمله صحیح نیست          MST باشد آنگاه    داشته

گراف  

a

b c   ، MST         منحصر به فرد است و به شکل 

a

b c      است، حال آنکه بـراي 
Sبـرش   {a}= و V S {b,c}−  یــال سـبک هــستند یعنـی ســبک   ab و ac هــر دو یـال  =
  .کننده از این برش، منحصر به فرد نیستعبور
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