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  پیشگفتار

اسـت اینـک مجموعـۀ    بیـان شـده   » مبـانی آنـالیز ریاضـی   «نوشت بر پیشگفتار کتـاب   گونه که در پی همان

بـه  آمـار، علـوم کـامپیوتر و دکتـري ریاضـی       اي کنکورهاي کارشناسی ارشد ریاضی، هاي چهارگزینه پرسش

منـدان   هدر دسـترس علاق ـ ناپذیر کتاب بالا تلقی شود  کتابی مستقل که همزمان باید پیوست تفکیکصورت 

  .گیرد قرار می

مطالب کتاب یاد شده در بالا خودداري کرده و به جـاي  اي، از تکرار  هاي چهارگزینه پرسش  در حل تشریحی

هاي به کار رفته اشاره شده اسـت. هـدف از ایـن روش، وادار کـردن خواننـده بـه تأمـل دربـارة          آن، به نکته

هایش و همچنین، مراجعه پیوسته به کتاب است تا به این ترتیب، بتواند هرچـه بیشـتر بـا مفـاهیم،      آموخته

  و بگیرد.ها خ ها و قضیه تعریف

گـذاري کـنم. همچنـین،     دانیم از مدیریت محترم انتشارات پـوران پـژوهش سـپاس    در پایان بر خود لازم می

  سرکار خانم خسروي که با دقت و وسواس فراوان تایپ کتاب را برعهده داشتند جاي سپاس ویژه دارند.

  محمدعلی رضوانی  

  1400زمستان   

 )چهار(



  هاي اعداد حقیقی و مختلط . دستگاه1فصل 
  

 ،yاگر به ازاي هر عدد مثبت  .1 x y   74ریاضی «   ، آنگاه « 

1 (x y  2 (x y  3 (x y  4 (xy  1  

مجموعۀ  .2 x x x/:{ }  » 74ریاضی «   با کدام مجموعه برابر است؟ 2

1 (] , [ 0  2 (] , [ 1  3 (] , [1  4 (] , [0  

nاگر  .3  75ریاضی «   هاي زیر مثال نقض دارد؟ ، کدام یک از گزاره «  
1 (n n( )1 .2  گنگ است (n n .گنگ است  
3 (n n/( ) n) 4  گنگ است. 2 n 3   گنگ است. 1

nAاگر  .4 nn{ : } 
1 5

1  ،A Asup sup( )  75ریاضی «   کدام است؟ « 

  5) 4  3) 3  ) صفر2  -5) 1

 » 75ریاضی «   باشند، کدام گزاره نادرست است؟ nدو عنصر  yو  xاگر  .5

1 (x y x y| |   

2 (x y x y x y( )    22 4  

3 (x y x y x y( )    
2 2 2 22  

4 (x y x y  
2 2 2  

bکه در  xبه ازاي هر  .6 x  صدق کند داریمa x 76ریاضی «   . در این صورت « 

1 (a b  2 (b a  3 (a b  4 (b a  

aهاي زیر به ازاي  ابرابريکدام یک از ن .7 0 ،b 0  وa b   برقرار است؟ 1

  » 77ریاضی «   

1 (a ba b   1 1 4  2 (a ba b( ) ( )   2 2 251 1
2  

3 (a ba b
( ) ( )   2 2 251 1

2  4 (a ba b( ) ( )   
221 1 25  
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aاگر  .8 b  0 nو  1 mA a b n m/ /{ : , }  1 1  مقدار ،Asup کدام است؟ 

  » 77ریاضی «   
1 (a1  2 (b1  3 (a b  4 (2  

Aفرض کنیم  .9 x y x y{ : , }      2 2 0 1 1  » 78ریاضی «   ، در این صورت:2

1 (Asup  12  2 (Asup  1 2  
3 (Asup  2 2  4 (Asup  2 2  

zعـددي مخـتلط باشـد و     zاگر  .10 ai z bi| | | |     کـه در آن)a  وb  انـد و   حقیقـی
a b مقدار (z z 79ریاضی «   کدام است؟ « 

1 (a b i( )   2 (a b i( )   3 (a b i( )  4 (a b i( )  

aاگر  .11 x b :79ریاضی «   ، آنگاه «  
1 (x a| |    2 (x b| |  
3 (x a b| | min{| |,| |}  4 (x a b| | max{| |,| |}  

12. nx x
n x

sup :{ } 
 2 2 0 1

1
)nکدام است؟   )    » 79ریاضی « 

1 (/1 3  2 (2  3 (/1 2  4 (3  

 فرمولبا  fبرد تابع  .13 f x x kxk( )  1 )k 0 :79ریاضی «   ثابت) عبارت است از « 

1 (k/[ , [0 1  2 (k[ , [0  3 (k k[ , ]  4 (k k] , [  

g ،fو  fفرض کنیم توابع  .14 x x( )  وg x x( ) 1،   بر مجموعـۀA [ , ] 0 تعریـف   1
 » 79ریاضی «   شده باشند. در این صورت:

1 (
A AA

f g f gsup( ) sup( ) sup( )    2 (
AAA

f g f gsup( ) sup( ) sup( )    

3 (
AAA

f g f ginf ( ) inf ( ) inf ( )    4 (
A AA

f g f ginf ( ) inf ( ) inf ( )    

اگر  .15
n

A nn ,[ ]



  

1
11 1 مقدار ،A Asup inf 80ریاضی «   کدام است؟ « 

3/) 3  1) 2  ) صفر1 2  4 (2  
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:تابع  .16 [ , [ [ , [   0 1 1، x n x n( , )  ،   » 80ریاضی « 

  یک نیست. به ) پوشاست ولی یک2  ست.یک ا به ) پوشا نیست ولی یک1
  یک. به نه یک ) نه پوشاست4  یک است. به ا و یک) پوش3

zzچند عدد مختلط غیرحقیقی در رابطۀ  .17 z z  81ریاضی «   کنند؟ صدق می « 

  4) 4  3) 3  2) 2  ) هیچ1

]تابعی بر  fاگر  .18 , ]1 nxfبا ضـابطۀ   1 x
n x

( )
 2 21

عـددي طبیعـی) آنگـاه     nباشـد (  

f x xsup{| ( ) | : }  1  » 81ریاضی «   کدام است؟ 1

1 (n/1 2  2 (n/1  3 (/1 2  4 (1  

فرض کنیم  .19
n

E n n,] [



 

1
1 11..... 82ریاضی «   . در این صورت « 

1 ( E

E

inf

sup





1
2  2 ( E

E

inf

sup





0
1  3 ( E

E

inf

sup





0
2  4 ( E

E

inf

sup





0
2  

 » 82ریاضی «   هاي زیر کراندار نیست؟ یک از مجموعه کدام .20

1 (x
x

{ : }
 2
1

1   2 (x x x{ sin : }   

3 (x xx /: [ , [{ }1 21     4 (xe x x{ sin : } 
2

  

nاگر  .21
na n( ) ( )   11 ، حاصل 1

nn n na asup inf



11

 » 85آمار «   کدام است؟ 

1 (/1 1/) 3  ) صفر2  2 2  4 (1  

 » 87ریاضی «   کدام گزاره درست است؟ .22

  گ به توان عددي گنگ، ممکن است عددي گویا بشود.) یک عدد گن1
x) مجموعۀ 2 x/{ : } 1 0   کراندار است. 1
x) مجموعۀ 3 x/{ : } 1 0   اینفیموم ندارد. 1
A) اگر 4   کراندار باشد، آنگاهA Ainf sup( ) .  
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 » 88ریاضی «   کدام گزاره درست است؟ .23

  ) مجموع دو عدد گنگ، عددي گنگ است.1
  ) حاصلضرب دو عدد گنگ، عددي گنگ است.2
  ) هر عدد گنگ به توان عددي گنگ، عددي گنگ است.3
n، عدد n) به ازاي هر عدد طبیعی 4 n  1   گنگ است. 1

ــیم  .24 ــرض کنـــ فـــ
n m

A n m
n m

( ) ( )
: ,

( )

1 1
2 2 1 3


          

 ،Asup   و

Ainf 90ریاضی «   . در این صورت « 

1 (  1
3

 ،  1
2

  2 (   11
2 3

 ،  1
3 3

  

3 (  1
2 2

 ،   11
2 2 3 3

  4 ( 1 1
2 2 3

 ،( )  1 1
2 3 3

  

nمقدار  .25 nnsup{ : , , ,...} 1 2  » 91آمار «   کدام است؟ 3

1 (3 3  2 (4 4  3 (2  4 (e  

اگر  .26
n n

nA nn

( )

{ ( ) ( ) ( ) : }


     
1

21 32 1 1 2  آنگاه ،Asup  وAinf   بـه

 » 93کامپیوتر  علوم«   ترتیب برابرند با

5/و  3) 1 11/و  5) 2  3   -7و  7) 4  -7و  3) 3  2

Aباشند. برابـري   دو زیرمجموعۀ ناتهی کراندار  Bو  Aفرض کنیم  .27 Bsup inf   بـا
 » 91ي ریاضی دکتر«   ارز است؟ کدام گزینه هم

ــر 1 ــه ازاي ه a) ب A  وb B  ــم aداری b  ــر ــه ازاي ه aو ب A  ــر ، 0و ه
bعنصري مانند  B  هست کهb a .  

a) به ازاي هر 2 A  و هرb B  داریمa b  و به ازاي هر0   عنصـرهایی ماننـد ،
a A  وb B که  طوري وجود دارند بهb a  .  

a) به ازاي هر 3 A    عنصـري ماننـدb B    هسـت کـهa b    و بـه ازاي هـر0 ،
aعنصرهایی مانند  A  وb B که  طوري وجود دارند بهb a  .  

aو هر  0) به ازاي هر 4 A  عنصري ماننـد ،b B    هسـت کـهa b    و بـه
bي هر ازا B عنصري مانند ،a A  هست کهb a .  
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هاي هشتم یک هستند، برابر است  هاي آن ریشه مساحت یک هشت ضلعی منتظم که رأس .28
 » 91ي آمار دکتر«   با

1 (2 2  2 (84 2  3 (3 2  4 (82 2  

zبا این فرض که  .29 x y( , ) 2 2رمی بر ، کدام ضابطۀ زیر، ن کند؟ تعریف نمی 

  » 92ي ریاضی دکتر«   

1 (z x y| | | |   2 (x y( | | | |)  2z  

3 (yxz
a b

/( ) 
22 1 2

2 2  4 (z x y /| | | |( ) 3 3 1 3  

ارز اسـت بـا    باشند. کدام گزاره هـم  دو زیرمجموعۀ ناتهی کراندار  Bو  Aفرض کنیم  .30
A Binf inf94علوم کامپیوتر «   ؟ « 

b) به ازاي هر 1 B  عضوي مانندa A  هست به طوري کهa b.  
a) عضوي مانند 2 A  هست به طوري که به ازاي هرb B  داریمa b.  
) به ازاي هر 3 0  دو عضو مانندa A  وb B  هست به طوري کهa b  .  
b) به ازاي هر 4 B  و هر 0  عضوي مانندa A  هست به طوري کهa b  .  

fدو مجموعۀ ناتهی بوده و تابع  Bو  Aفرض کنیم  .31 A B:    کراندار باشد. در این
 » 95ریاضی تري دک«   صورت

1 (
x yy x

f x y f x ysup inf ( , ) inf sup ( , )  

2 (
x xy y

f x y f x ysup inf ( , ) inf sup ( , )  

3 (
x xy y

f x y f x ysup inf ( , ) inf sup ( , )  

4 (
y xx y

f x y f x ysup inf ( , ) inf sup ( , )  

 فرض کنیم .32  n
A m n

m
sin : ,

 1
4 1

  


 » 96ریاضی «   . در این صورت

1 (Asup 1 ،Ainf
 


1 2

2
  2 (Asup 

2
2

 ،Ainf
 


1 2

2
  

3 (Asup 
2

2
 ،Ainf

3
2

   4 (Asup 1 ،Ainf
3
2
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اگر  .33 a a
A a

( )
:1

1
0 1


    وB هاي پـایین   شد از مجموعۀ همۀ کرانعبارت باA 

 » 96علوم کامپیوتر «   برابر است با Bsup) آنگاه (در 
1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

 باشند. کدام گزینه درست است؟ موعۀ ناتهی و کراندار دو زیرمج Fو  Eفرض کنیم  .34
 » 97ریاضی «   

1 (E F E Fsup( ) sup sup  .  
2 (EF E Fsup( ) (sup ).(sup )  
E) اگر 3 F  آنگاه ،  

E F E F E Fsup( ) sup sup sup( )     
E) اگر 4 F آنگاه ،  

E F E Fsup( ) (sup ).(sup )  

براي مجموعۀ  .35 2
1 1 0A n m

mn
: , \ { }    99ریاضی «  کدام گزینه درست است؟«  

1 (A .1) 2    مینیموم داردAinf    
3 (1A Amax sup   4 (A  نهmax  دارد نهmin.  

اگر  .36 3 2 35 7
m nA m n
m n

: , 


  »1400دکتري ریاضی «  برابر است با Ainf، آنگاه 

1 (0  2 (2 7/  3 (3 5/  4 (5 12/  
  



  . توپولوژي فضاهاي متریک2فصل 
  

xکدام گزارة زیر در مورد مجموعۀ  .1 y x y{( , ) : } 0 72آمار «   درست است؟ « 

  .3باز است هم در 2) هم در2  باز است. 3باز نیست ولی در 2ر) د1
  .3باز است نه در 2) نه در4  باز نیست. 3باز است و در 2) در3

  » 73آمار «   هاي زیر نادرست است؟ یک از گزینه کدام .2
1 (E

 .باز است  
2 (E E

  اگر  تنهااگر وE .باز باشد  
3 (E

  همواره یک زیرمجموعۀ سرةE .است  
Gباز باشد و  G) اگر 4 E آنگاه ،G E

.  

Xاگر  .3 d( ,  باشند، کدام گزینه درست است؟  Xدو زیرمجموعۀ  Bو  Aیک و فضایی متر (
  » 75ریاضی «   

1 (A B A B( ) 
    2 (A B A B   

3 (BA A B   4 (A B A B


   

 ارز نیست؟ همهاي دیگر  زیرمجموعۀ فضایی متریک باشد، کدام گزینه با گزینه Aاگر  .4
  » 75ریاضی «   

1 (A اي فشرده است. مجموعه  
2 (A .بسته و کراندار است  
  نقطۀ انباشتگی دارد. Aدر  A) هر زیرمجموعۀ نامتناهی 3
  دارد. Aاي از  اي همگرا به نقطه زیردنباله A) هر دنباله در 4

Yاگر  .5 { } [ , ] 1 2 3 هاي زیر در  ، کدام یک از مجموعهY اي باز است؟ وعهمجم 

  » 75ریاضی «  
1 ({ }0  2 ({ }1  3 ({ }2  4 ({ }3  

naاي  دربارة مجموعۀ حدهاي زیردنباله .6 ncos توان گفت؟ ( چه میn    برحسـب درجـه
 » 75ضی ریا«    است.)

  است. ) 4  ناپذیر است. ) شمارش3  ) متناهی است.2     پذیر است. ) شمارش1
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}Gفرض کنیم  .7 }  وF{ } هاي باز و بسته باشند، در این  اي از مجموعه به ترتیب گردایه
 » 76ریاضی «   صورت 

1 (F G( \ ) 
 .2  بسته است (F

 .بسته است  

3 (G F( \ ) 
 .4  باز است (F G( \ ) 

 .بسته است  

) مجموعـۀ تـک عضـوي    در مجموعۀ عددهاي طبیعی با متریک معمولی (القا شـده از   .8
n{  » 76آمار «   ...اي است  مجموعه {

  ) نه باز نه بسته4  ) فقط بسته3  ) فقط باز2  ) هم باز هم بسته1

 » 77ریاضی «   کدام گزاره نادرست است؟ هر دنبالۀ  .9

  ) کوشی با برد متناهی، همگراست.2  اي کوشی است. ) همگرا دنباله1
  اي همگراست. ) کوشی، دنباله4  ار است.) کوشی، کراند3

Aفضایی متریک،  Xاگر  .10 X  فشرده وB X  فشرده است. ...باز باشد، آنگاه 
  » 78ریاضی «   

1 (B A\  2 (A B\  3 (A B  4 (A B  

)nIاگر  .11 باشد، تحت کـدام شـرط، زیرمجموعـۀ     هاي ناتهی در  اي نزولی از بازه دنباله (

nn
I



1
 78ریاضی  «  ناتهی است؟ « 

1 (nI.2  ها بسته باشند (nI.ها بسته و کراندار باشند  
3 (nI.4  ها کراندار باشند (nI.ها همبند باشند  

mاگر  .12 n
A m n{ : , }  2

1 1  در این صورت بست ،A 78ریاضی «   عبارت است از « 

1 (A m m/{ : }1   2 (A n n/{ : }21   

3 (A n n/{ : } { }1 0    4 (A n n{ / : } { }21 0    

باشـد، شـرط کـافی بـراي اینکـه       اي نـاتهی از فضـاي اقلیدسـی     زیرمجموعه Aاگر  .13
A Asup  79ضی ریا«   کدام است؟ « 

1 (A .2  باز باشد (A .3  بسته باشد (A .4  کراندار باشد (A .بیکران باشد  
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14. X d( , ــایی متریــک و   ( nxفض X( )      ــه بــه ازاي هــر ــوري اســت ک mط n ،

n md x x( , )  ) 79ریاضی «   ددي مثبت و ثابت است). کدام گزینه درست است؟ع « 

1 (X .2    فشرده نیست (X .3  فشرده است (X .4  کامل نیست (X .کامل است  

Aبا متریک معمولی در نظـر گرفتـه شـود، مجموعـۀ      2اگر  .15 x y x y{( , ) : }  2 2 1 
 » 79ریاضی «   ...اي است  مجموعه

  ) نه فشرده نه همبند.2    ) فشرده و همبند.1
  ) همبند و نافشرده.4    ) فشرده و ناهمبند.3

)nگیریم. شرط لازم و کافی براي اینکه دنبالـۀ   را در نظر می متریک گسسته بر  .16 )  در
 » 79ریاضی «   د آن است کهاین فضاي متریک همگرا باش

  اي به بعد ثابت باشند. هاي دنباله از شماره ) جمله1
  اي به بعد اکیداً نزولی باشد. ) دنباله از شماره2
  اي به بعد اکیداً صعودي باشد. ) دنباله از شماره3
  ) دنباله کراندار باشد.4

)nxاگر  .17  » 79آمار «   باشد، کدام گزینه همواره درست است؟ اي کراندار در  دنباله (

1 (nx( )nx) 2  اي همگراست. دنباله (   اي کوشی است. دنباله (
3 (nx( )nx) 4  کم یک زیردنبالۀ همگرا دارد. دست (   فقط دو زیردنبالۀ همگرا دارد. (

}/nبا متریک گسسته، دنبالۀ  در  .18  » 79آمار «   1{

  ) کوشی و همگراست.2  ) کوشی و واگراست.1
  ) کوشی نیست و همگراست.4  ) کوشی نیست و واگراست.3

mاگر  .19 nA m n{ : , }  1 1  آنگاه ،A
 80ریاضی «   کدام است؟ « 

1 (  2 (n n/{ : }1   3 (  4 (n n/{ : } { }1 0   

mمجموعۀ  .20
n n mmA m n{( , ) : , }


  1 1 2

2 2 22
  2را در  در ایـن  گیـریم  در نظر مـی .

 » 80ریاضی «    صورت

1 (( , )0   باز است. A) مجموعۀ 2  است. Aیک نقطۀ درونی  0
)) 4  بسته است. A) مجموعۀ 3 , )0   انباشتگی این مجموعه است.  یک نقطۀ 0
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 » 80ریاضی «   کدام گزینه نادرست است؟ .21

  اي است همبند. اشتراك ناتهی، مجموعه) اجتماع هر دو مجموعۀ همبند با 1

nبه ازاي  n) اشتراك هر دو مجموعۀ همبند 2    اي است همبند. ، مجموعه2
  هاي همبند ناتهی فضاي اعداد گویا، تک عضوي هستند. ) تنها زیرمجموعه3
  متریک گسسته، تک عضوي هستند.هاي همبند ناتهی فضاي   ) تنها زیرمجموعه4

Xدر فضاي متریک  .22 d( , Aاگر  ( X کدام عبارت مرز مجموعۀ ،A  80ریاضی «   نیست؟ «  

1 (A A\
    2 (A X A( \ )  

3 (A AX( \ )    4 (X A AX( \ ) \ ( \ )  

nاگر  .23
n nn

A ,[ ]



 1

12
  وnn

n
B ] , [




  1 1

1
 80آمار «   ...، آنگاه « 

1 (A اي باز و  مجموعهB اي بسته است. مجموعه  
2 (A اي بسته و  مجموعهB اي باز است. مجموعه  
3 (A  وB اند. هر دو فشرده  
4 (A  فشرده وB ه است.بست  

 » 80آمار «   کنیم: متریک زیر را تعریف می Xاي نامتناهی باشد. بر  مجموعه Xفرض کنیم  .24

 p q
d p q

p q
( , )






1
0  

p (که در آن q X, 80آمار «   ). کدام گزینه درست است؟ « 

  هستند. X، تهی و Xهاي باز در  ) تنها زیرمجموعه1
  بند است.هم X) هر زیرمجموعۀ 2
  اي هستند. هاي تک نقطه مجموعه Xهاي فشردة  ) تنها زیرمجموعه3
  بسته است. Xدر  X) هر زیرمجموعۀ 4

 » 80آمار «   ...هر فضاي متریک فشرده  .25

  ) همبند است.2  ناپذیر است. ) شمارش1
  پذیر است. ) حداکثر شمارش4    پذیر است. ) تفکیک3
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na در مورد دنبالۀ .26 n ncos cos  » 81ریاضی «   کدام گزاره درست است؟ 2

  ) هر زیردنبالۀ آن همگراست.2  ) زیردنبالۀ همگرا دارد.1
  ) هیچ زیردنبالۀ همگرا ندارد.4  است. ) حد دنباله 3

Yفرض کنیم  .27 [ , ] ] , [ 0 1 2 4 81ریاضی «   . در این صورت « 

1 (] , [2 ]) 2  فشرده است. Yدر  4 , ]0   هم باز است هم بسته. Yدر  1
3 (] , [2 ]) 4  زیرفضایی کامل است. Yدر  4 , ]0   چگال است. Yدر  1

mزیر یک نقطـۀ انباشـتگی مجموعـۀ     هاي نقطهکدام یک از  .28 nA m n{ : , }  1 1  
  » 81ریاضی «   است؟

1 (/2 3  2 (1  3 (/3 2  4 (2  

 » 81ریاضی «   کدام یک از توابع زیر متریکی بر مجموعۀ اعداد حقیقی نیست؟ .29

1 (x y
d x y

x y
( , )




 1  2 (x y
d x y x y( , )


  1 3  

3 (d x y x y( , )  2 2  4 (x y x y
d x y

y x x y
( , )

 


 
  

Xفرض کنیم  .30 d( , باشـد. در ایـن صـورت کـدام      Xیک زیرمجموعۀ  Aفضایی متریک و  (
 » 81ریاضی «   گزینه همواره درست است؟

  نقص است. بی Aهمبند و نامتناهی باشد،  A) اگر 1
  فشرده است. Aنقص و کراندار باشد،  بی A) اگر 2
  ناپذیر است. شمارش Aنقص باشد،  بی A) اگر 3
  همبند است. Aنقص باشد،  بی A) اگر 4

Bمجموعــۀ  .31 { , , , , , , , ,...}    4 5 53 3 4
22 443 31 (بــا متریــک اقلیدســی)     در  1

 » 81آمار «   اي است مجموعه

  ) هم بسته هم باز4  از) نه بسته نه ب3  ) بسته2  ) باز1

Aفضایی متریک و  Xفرض کنیم  .32 X  همبند باشد وABهـاي   . کدام یک از مجموعه
 » 81آمار «   زیر همواره همبند است؟

1 (A
  2 (B

  3 (A B  4 (A A\  
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)dدر فضاي متریک  .33 , )2  با متریکd x y x y x y( , ) max{ , }  1 1 2 که در آن  2
x x x( , ) 1 yو  2 y y( , ) 1 )، گوي باز به مرکز 2 , )0  » 81 آمار«   کدام است؟ 1و شعاع  0

1 (1 
-1

1 

-1

 2 (1 -1  

3 (1 
-1

1 

-1

  4 (1 
-1

1 

-1

  

Aیم فرض کن .34 n n/[ , [ { : }2 1 1     82ریاضی «   .... در این صورت « 

1 (A  برابر[ , ] 2 }برابر  *Aو  1 , } { } 1 2 0 .است  

2 (A  برابر[ , ] { } 2 1 0  وA*  برابرn n/{ , } { : }  1 2 1  .است  

3 (A  برابر[ , ] 2 }برابر  *Aو  1 , } 1   است. 2

4 (A  برابر[ , ] { } 2 1 0  وA*  برابرn n/{ , } { : } { }  2 1 1 0   .است  

 » 82ریاضی «   کدام گزاره درست است؟ .35

  ناپذیر است یا تک عضوي. ) هر فضاي متریک همبند، یا شمارش1
  پذیر و چگال دارد. اي شمارش ) هر فضاي همبند زیرمجموعه2
  پذیر است. هر فضاي متریک فشرده، شمارش) 3
  ) هر فضاي متریک همبند، کامل است.4

Xفرض کنیم  .36 d( , Aفضایی متریک باشد و  ( X در این صورت .A  درX  باز است هرگاه... 
 » 82ریاضی «   

Xشته باشد که به عضوي از وجود دا Aاي در  ) دنباله1 A( \   همگرا باشد. (
Xوجود داشته باشد که به عضوي از  Aاي در  ) دنباله2 A( \   همگرا باشد. (
Xاي در  ) هیچ دنباله3 A( \   همگرا نباشد. Aبه عضوي از  (
X) هر دنباله در 4 A( \   همگرا باشد. Aبه عضوي از  (



  

 . توپولوژي فضاهاي متریک2فصل      13

Xفرض کنیم  .37 d( , )nxفضایی متریک،  ( )nyو  ( Xدو دنبالـه در   ( d( , nو  ( nd x y( ( , )) 
 » 82ریاضی «   ...ت اي همگرا به صفر باشد. در این صور دنباله

)nx) هر دو دنبالۀ 1 )nyو  (   همگرا هستند. (
)nx) هر دو دنبالۀ 2 )nyو  (   واگرا هستند. (
)nx) اگر 3 )nyا باشد، همگر (   نیز همگراست. (
  ها درست نیست. کدام از این گزاره ) هیچ4

)nxفرض کنیم  .38  » 82ریاضی «   ...باشد. در این صورت  kاي کراندار در  دنباله (

1 (nx( )nx) 2  کوشی است. kدر  (   دارد. kاي همگرا در  زیردنباله (

3 (nx( )nx) 4  نقطۀ بست ندارد. kدر  (   فشرده است. (

Eفضایی متریک،  Xفرض کنیم  .39 X  وE    مجموعۀ نقاط انباشـتگیE    باشـد. کـدام
 » 82ریاضی «   گزارة زیر همواره درست است؟

1 (E  .2  بسته و کراندار است (E E( )    
3 (E E( )      4 (E E( )    

Aفرض کنیم  .40  که  طوري اي ناتهی و سره باشد به زیرمجموعهA\  همبند است. در
 » 82ریاضی «   ...این صورت 

1 (A .2    فشرده است (A .بیکران است  
  پذیر است. حداکثر شمارش A) 4  تهی است. A ) درون3

 «  82ریاضی «   هاي زیر درست است؟ یک از گزاره کدام .41

  حقیقی، باز است. عددهاي) هر مجموعۀ نامتناهی از 1
2 (\  اي باز است. مجموعه  
را به صـورت   توان آن حقیقی وجود دارد که نمی عددهاياز  A) مجموعۀ ناتهی بازي مانند 3

  هاي باز نوشت. اجتماعی از بازه
Aداریم  در  Bو  A) براي هر دو زیرمجموعۀ 4 B A B( )

   .  
iAفضایی متریک و  Xفرض کنیم  .42 i I{ : }  هـاي   خانوادة دلخواهی از زیرمجموعـهX 

 » 82ریاضی «   ست؟باشد. کدام گزاره همواره درست ا

1 (i i
i I i I

A A 
 

  2 (i ii I i I
A A

 
   

3 (i i
i Ii I

A A


   4 (i ii I i I
A A
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)intرا نشان دهند، آنگاه  Aو مرز مجموعۀ   به ترتیب درون Aو  Aintاگر  .43 )  برابر
 » 82آمار «   کدام مجموعه است؟

  ) اعداد گنگ4  ) اعداد گویا3  ) اعداد حقیقی2  ) تهی1

 » 82آمار «   فشرده است؟ 2کدام مجموعه در  .44

1 (n m n m/{( / , ) : , }1 1   

2 (n m n m n m{( , ) : , , }  2 2 100  

3 (x y x y x y{( , ) : , , }  2 2 1000  
4 (x y x y x y{( , ) : , , }  1000  

Sو  Aاگر  .45 A\  یک جداسازي براي فضاي ناهمبندS  درست است؟ناباشد، کدام گزینه 
  » 83ریاضی «   

1 (AS A S\ \  2 (A S A\   
3 (S A AS\ \  4 (S AA \( )    

Xاگر  .46 d( , فضایی متریک باشد و  ( i i
A X d( , )


 1کدام گزینه همواره درست نیست؟ ، 

 » 83ریاضی «   

1 (i ii i
A A( )

 

 


1 1

    2 به ازاي هر عدد طبیعی (n ،n nA A
  

3 (i i
i i

A A( )


 


1 1

    4 (
n n

ii
i i

A A( )
 


1 1

  ،n( )   

 » 83ریاضی «   کدام گزارة زیر براي فضاهاي متریک گسسته نادرست است؟ .47

  ) هر مجموعۀ بسته و ناتهی نقطۀ انباشتگی دارد.1
  هاي متناهی هستند. هاي فشردة فضا مجموعه ) تنها مجموعه2
  باز است.) هر مجموعۀ تک عضوي، گویی 3
  ) هر زیرمجموعۀ فضا بسته است.4

)dفضاي متریک  .48 , )  را که در آنnmd m n( , ) 1 1 گیریم. گوي بـاز بـه    ، در نظر می
1/و شعاع  1مرکز   » 83آمار «   برابر است با  2

1 (/ /] , [2 3 4 3  2 (/] , [3 2 2  3 ({ , }1 2  4 ({ }1  
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  » 83آمار «   باشند، کدام مجموعه لزوماً همبند است؟ kدو زیرمجموعۀ همبند  Bو  Aاگر  .49

1 (A
  2 (A  3 (A B  4 (A B  

 » 83آمار «   کدام مجموعه با متریک اقلیدسی فشرده است؟ .50

1 (] , [0 1  2 (] , [0  3 (] , [ ] , [1 2 3 4  4 (
n

k k[ , ]
1
  

nnEفرض کنیم  .51 x y x y n{( , ) :( , ) ( , ), }    2 1 11 کدام گزاره نادرست است؟ . 

 » 83آمار «   

1 (E .2    باز نیست (E  داراي نقطۀ انباشتگی درE .است  
3 (E .4    بسته نیست (E درونی نیست.  داراي نقطۀ  

nAاگر  .52   همبند و بیش از دو عنصر داشته باشد، آنگاهA   » 84ریاضی « 

  ) شامل همۀ نقاط انباشتگی خود است.2  ناپذیر است. ) شمارش1
  بعدي است. -n) شامل یک بازة 4  ) شامل همۀ نقاط مرزي خود است.3

nAاگر  .53 B,    وA اي باز باشد، کدام گزاره نادرسـت اسـت؟ (   مجموعهA   مـرزA  را
 » 84ریاضی «    دهد) نشان می

1 (A( )      2 (A B A B   

3 (A B A B( )
    4 (A B A B( )

    

xکدام گزینه در مورد مجموعۀ  .54 y\{( , )}2 84ریاضی «   درست است؟ « 

  ) بسته است.2    ) فشرده است.1
  ست.) شامل همۀ نقاط مرزي خود ا4    ) همبند است.3

  ...یک زیرمجموعۀ سرة ناتهی آن باشد. در این صورت  Aفضایی متریک و  Xفرض کنیم  .55
 » 84ریاضی «   

  بسته است. A، آنگاه متمم Aبرابر باشد با  A) اگر مرز 1
  چگال نیست. Xدر  A، آنگاه Aبرابر باشد با  A) اگر مرز 2
  چگال است. Xدر  Aآنگاه ، Aبرابر نباشد با  A) اگر مرز 3
  باز است. Xدر  A، آنگاه متمم Aبرابر نباشد با  A) اگر مرز 4
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[کدام گزینه در مورد بازة  .56 , [1  درست است؟ 2به عنوان یک زیرمجموعۀ فضاي  2

  » 84آمار «   
  چگال است. جا  ) هیچ4  ) باز است.3  ) بسته است.2  ) فشرده است.1

گویــــا بــــا متریــــک اقلیدســــی باشــــد و  عــــددهايمجموعــــۀ  اگــــر  .57
E x x{ : }   22 3 آنگاه ،E  در    » 84آمار « 

  ) باز، بسته و کراندار است.2  ) بسته، کراندار و فشرده است.1
  ) بسته است ولی باز نیست.4  ) باز است ولی بسته نیست.3

Xاي فشرده در فضاي متریک  مجموعه Kفرض کنیم  .58 d( , تنهـاي   هاي نقطهمجموعۀ  Aو  (
K 85ریاضی «   باشد. در این صورت « 

1 (A .متناهی است  
Xاگر  تنها) 2 d( ,   متناهی است. Aیک فضاي متریک گسسته باشد،  (
3 (A مواره نامتناهی است.ه  
4 (A .ممکن است متناهی یا نامتناهی باشد  

Xفرض کنیم فضاي متریک  .59 d( , n، دنبالـۀ  ( nx( ) 1  درX   و عـددC 0 اي  گونـه  بـه  1
n1 ،nباشند که به ازاي هر  n n nd x x Cd x x( , ) ( , )  2 1 . در ایـن صـورت دنبالـۀ    1

nx(  » 85ریاضی «   (

  کوشی است. X) در 2  بیکران است. X) در 1
  واگراست. X) در 4    همگراست. X) در 3

 » 85ریاضی «   کدام گزارة زیر درست است؟ .60

  اي همگرا دارد. ) هر دنبالۀ کراندار در فضایی متریک، زیردنباله1
  اي انباشتگی است. طۀ یک مجموعۀ بسته و کراندار در فضایی متریک، نقطه) هر نق2
  اي فشرده جاي داد. توان در مجموعه ) هر مجموعۀ بسته و کراندار در فضایی متریک را می3
  ) هر مجموعۀ فشرده در فضایی متریک، بسته و کراندار است.4

kفرض کنـیم   .61 kf :      تـابعی کرانـدار وkC    اي کرانـدار باشـد و    مجموعـه
A x f x x C{ ( ) : }  85ریاضی «   . در این صورت « 

1 (A .2    فشرده است (A .فشرده است  
3 (A A.    4 (A فشرده نیست ولی کراندار است.  



 

 

  1اي فصل  هاي چهار گزینه تشریحی پرسشپاسخ 
  
  ».1«گزینۀ  .1

ــابرابري  ــت از ن ــاي  در حقیق ــدهه ــی  داده ش ــه م ــر    نتیج ــه ازاي ه ــه ب ــریم ک ، 0گی
x y   0 داریم  20. 1. اکنون با توجه به مثالx y 0  یاx y. 

به ازاي  روش دوم  0 به صورت  داده شدههاي  نابرابريy x y  آینـد و از   درمی
xرو،  این y.  

  ».2«گزینۀ  .2

با توجه به  x x  0  بینیم که  می 1

         x x x x x x x x x/         2 2 1 1  
  ».4«گزینۀ  .3

 شود که عددي گویاست. حاصل می 5اختیار کنیم عدد  8را برابر با  nاگر در این گزینه 

 .اگر الف( تذکر (k  ،n ،  و  عددهایی طبیعی و  و  به هـم اول باشـند و   نسبت
kn /( )  آنگاه ،    . در حقیقت1

k k kn n/( ) |           1  
nو  n) چون ب( 1 اند،  نسبت به هم اولn n( )1  اگر هر  تنهامجذور کامل است اگر و

nو  nدو عدد  1  مجذور کامل باشند و این هم ممکن نیست، زیرا تفافضل دو مجذور
nشود. پس  نمی  (1کامل (در  n( )1 .همواره گنگ است  

nو  nفرد باشد، آنگاه  n) اگر پ(  استدلالی مانند (ب) نشان اند و  نسبت به هم اول 2
nدهد که  می n( ) nزوج باشد و  nعددي گنگ است. اگر  2 k ، آنگاه 2

n n k k( ) ( )  2 2 nکه باز هم گنگ است. پس عدد  1 n
n
( )


2
2

n
n2  نیز

  همواره گنگ است.

n) اگر ت( n  برابر با عدد گویايp  باشد، آنگاهn n p  . این برابري نشان 2

nباید عددي طبیعی باشد (چرا ؟). با فرض  pدهد که  می k بینیم که  می 2

k k p( )  nین ممکن نیست. پس و در (الف) هم دیدیم که ا 21 n  نیز همواره
  گنگ است. 
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  ».3«گزینۀ  .4

nبینیم که  می
nn


  1 5 6

11  . بنابراین،5

A A A A A Asup , inf sup sup( ) sup inf         5 3 2 5 3 

  ».4«و » 1«هاي  گزینه .5

 دانیم که  می C.B.S) درست هستند. با توجه به نابرابري 3) و (2هاي ( گزاره 114. 1با توجه به مثال 

x  وy اند  متناسبx y x y    
  شود که: از سوي دیگر، به آسانی دیده می

x y x y x y     
2 2 2 0  

  ».1«گزینۀ  .6

bدر حقیقت فرض کنیم اتفاقاً  a . عدد دلخواهاگر x  اي باشـد کـه   به گونـه b x a ، 
aبنابر فرض باید داشته باشیم  x است.  و این هم تناقض  

  ».2«گزینۀ  .7

 داریم yو  xبه ازاي هر دو عدد حقیقی 

x y x y( )  2 2 21
2  

  بنابراین،
a ba b a ba b ab ab( ) ( ) ( ) ( ) ( )          2 2 2 2 21 1 251 1 1 11 1 42 22 2  

aایم که  در اینجا از این نکته استفاده کرده b ab /   1 1 بینـیم   . همچنین، مـی 4
aکه به ازاي  b /  1 25/شود که  عبارت بالا برابر می 2 2.  

  ».2«گزینۀ  .8

nBاگر قرار دهـیم   a n/{ : } 1   وmC b m/{ : } 1   آنگـاه ،Bsup  و  1
C bsup  (چرا ؟). پس 

A B C bsup sup sup   1  
  ».3«گزینۀ  .9

Bبــا فــرض   x x{ : }  2 0 yو  1 y{ : }    2 1 2بینــیم کــه   ، مــی
Bsup  Csupو  2   . پس 2

A B Csup sup sup   2 2  
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  ».1«گزینۀ  .10

zبا فرض  x iy   و با توجه بهa b بینیم که  می 

  x y a i x y b i x y a x y b( ) ( ) ( ) ( )          2 2 2 2  

  y a b b a y a b( ) ( )      2 22 2  
  zz iy a b i( )    2  

  ».4«گزینۀ  .11

Mاگر قرار دهیم  a bmax{ , }آنگاه ، 

a x b M a a x b b M           

  M x M x M       

  ».3«گزینۀ  .12

aدانیم که  دو عدد حقیقی دلخواه باشند می bو  aاگر  یکمروش  b a b 2 . پـس  22

nx n x( )  2 21
2 ــا  1 nxیـ

n x
2 2

1
21

ــه ازاي   ــر، بـ ــوي دیگـ x. از سـ n/ ــم  1 داریـ

nx
n x

/


2 21
1 1/رو، سوپرموم برابر است با  و از این 2 2. 

nxاگر قرار دهیم  روش دوم
n x

f x( )


 2 21
بـه   n/1در  fبینیم کـه   ، با استفاده از مشتق می

1/ماکسیموم خود که برابر است با    رسد. می 2
  ».1«گزینۀ  .13

دانیم که  می kx kx  0 fرو،  و از این 1 x k/( ) 0 1.  
  ».2«گزینۀ  .14

fداریم  x g x( ) ( )  f. پس 1 gsup( )  f. از سوي دیگر، 1 gsup sup  1.  
  ».1«گزینۀ  .15

Aآشکارا داریم  { } 0.  
  ».3«گزینۀ  .16

 بینیم که  نخست می

x n x n x n x n x x n n( , ) ( , )         1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1 2  

xچون  x  1 20 nپذیر است که  ، برابري اخیر هنگامی امکان1 n1 . در نتیجه، 2
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x x1 xرو  و از این 2 n x n( , ) ( , )1 1 2 یک است. از  به یک دهد که  ین نشان می. ا2
yسوي دیگر، به ازاي هر  [ , [ 1  داریم y y y( )   که در آن y 1  و

y( ) 0 . با انتخاب 1 y n  وy x( )  داریمx n y( , )  پس . .پوشاست  
  ».1«گزینۀ  .17

zبا فرض  x iy  بینـیم کـه    و محاسبۀ قدرمطلق دو طرف رابطۀ مفروض، میx / 1 2 .
xاگر  / 1 z، آنگاه 2 z رو،  و از اینz     حقیقی است که مـوردنظر نیسـت. اگـرx /1 2 ،

zآنگاه  z رو،  و از اینz با شود که  موهومی محض میx /1   در تناقض است. 2
  ».3«گزینۀ  .18

]تابعی زوج است کافی است خود را به بازة  fچون در اینجا  , ]0 محـدود کنـیم. اکنـون     1
  یابیم. را می 12تست 

  ».3«گزینۀ  .19

Eشود که  به آسانی دیده می ] , [ 0 2.  
  ».2«گزینۀ  .20

xدهیم  درحقیقت اگر قرار می n   nکه در آن  2  آنگاه ، nx x nsin ( ) ( )   21  .
  ) نه از بالا کراندار است نه از پایین.2دهد که مجموعۀ گزینۀ ( این نشان می

  ».1«گزینۀ  .21

 در حقیقت،

  k
n k

a ksup sup( ) ,( )


     2
1

3111 1 1 222  

  k
n k k

a k kinf inf( ) sup( ) ( )
 

      
2 1

1 1
111 1 1 22 1 2 1  

  ».1«گزینۀ  .22

رو،  عـددي متعـالی و از ایـن    22را ببینیـد) عـدد    78. 1اشنایدر (تذکر  –بنابر قضیۀ گلفاند 
 گنگ است. از این گذشته، داریم

( )  2 2 22 2 4  
  ».4«گزینۀ  .23

  فصل را ببینید.پایان در  7مسألۀ حل شدة 
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  ».4«گزینۀ  .24

ــرار مــی دهــیم  ق
n

B n
n
( )
{ : }


 
1
2

  و
m

C m
m

( )
{ : }
( )


 


1

2 1 3
 ــن . در ای

Aصورت  B C  دیگر، سوي. از  

  B n
n

sup sup{ : }  1 1
2 2 2 2

  

  C m
m

inf inf{ : }
( )

 


1
4 3 3

  

  m
m

sup{ : }
( )

  


11
4 3 3 3

  

  A B C B Csup sup sup( ) sup inf 1 1
2 2 3

          

  ».1«گزینۀ  .25

nدر حقیقت، روشن است که با فرض 
nx n  داریمx x x 1 2 . از سـوي دیگـر، بـا    3

 (الف)،   16. 3توجه به 

  nn nn( )    13 1 3  

  n n n nn n n n x x( ) ...         1 1
3 41 1  

  ».2«گزینۀ  .26

 nبـراي  » فـرد  « و » زوج « هـاي   بنامیم، آنگاه با تشخیص حالت nuرا  Aاگر عضو عمومی 
 هاي  به یکی از صورت nuبینیم که  می

kk kk
, , ,    

3 3 33 4 44 24 4 34 1  

k(که در آنها   ،است. بنابراین (  

A Ak ksup sup( ) , inf inf( )       
3 3 114 5 4 24 1 4 2  

  ».2«گزینۀ  .27

Aدهیم  قرار می Bsup inf   روشن است که در این صورت . 
a A B B a b a b, ,         

  ، آنگاه0، اگر infو  supهاي  از سوي دیگر، با توجه به ویژگی
a A b B a b b a/ /, : ,             2 2  
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  ».1«گزینۀ  .28

ایـن هشـت ضـلعی     و دوم یکـم ط دایرة یکـه را رسـم کنـیم، آنگـاه رأس     اگر در صفحۀ مختل
)اند از  عبارت , )1 /و  0 /( , )2 2 2 انـد از   هـاي آن عبـارت   . اکنون مساحت مثلثی که رأس2

 این دو نقطه و مبدأ، برابر است با

/ /



1 0 0
21 1 1 02 4

1 2 2 2 2
  

2، یعنی هشت برابر خواسته شدهشنا در هندسۀ تحلیلی مقدماتی). مساحت (فرمول آ 2 
  است.

  ».2«گزینۀ  .29

هـاي (پ)، (ت) و (ث) در قضـیۀ    با ویژگی 2(یعنی تابعی معین بر  2نرمی بر  اگر 
 هـاي  نقطـه هد بـود. اکنـون اگـر    اي محدب خوا ) باشد، آنگاه گوي یکۀ بسته، مجموعه111. 1

( , )1 )و  0 , )0 /بینیم که نقطـۀ   متعلق به این گوي را در نظر بگیریم می 1 /( , )1 2 1 متعلـق   2
  خط واصل بین آن دو نقطه هست ولی به گوي تعلق ندارد زیرا به پاره

/ /( )  21 2 1 2 2 1/ /( , ) 1 2 1 2  
 ». 4«گزینۀ  .30

  نامیم. در این صورت نمودار می qو گزارة دیگر را  pرا  داده شدهگزارة 

  
pدهد که  نشان می q کنـیم کـه    . برعکس، ثابت مـیq p   فـرض کنـیم .b B  و
 0،بنابر فرض .  

a A a b:      
Aپس  binf     چـون عـدد . 0    دلخـواه اسـت،داریمA binf    چـون عنصـر .

b B گیریم که  دلخواه است. نتیجه میA Binf inf.  
 .ــذکر ــۀ ( ت ــک) در گزین ــم 1(ی q) آشــکار داری pــه ــاي  . مجموع Aه ] , ] 0 و  1

B [ , ] 0 pدهند که  مینشان  1 q.  
  ) نیز برقرار است.2(دو) همان استدلال بالا براي گزینۀ (

p) آشکارا داریـم  3(سه) در گزینۀ ( q هـاي   . مجموعـهA { } Bو  1 { , } 0 نشـان   1
qدهند که  می p.  
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 ». 2«گزینۀ  .31

aدر حقیقت، با فرض  A  وb B بینیم که می  
  

x xy b y
f x b f a b f a y f x b f a yinf ( , ) ( , ) sup ( , ) sup inf ( , ) sup ( , )     

  
x ab y

f x b f a ysup inf ( , ) inf sup ( , )   

  ) است.2و این همان نابرابري گزینۀ (
 ». 4«گزینۀ  .32

  در حقیقت، اگر قرار دهیم

    n
B n C m

m
sin : , :


   


1

4 1
   

Aآنگاه  B C   داریم 31. 1و از این رو، با توجه به قضیۀ  
A B C A B Csup sup inf , inf inf sup     

  دهد که از سوي دیگر، یک محاسبۀ ساده نشان می

B B C Cinf , sup , inf , sup    
11 1 0
2

  

Asupپس   Ainfو  1  
3
2

.  

 ». 4«گزینۀ  .33

Bدر حقیقت، داریم  Asup inf،از سوي دیگر .  

a a a a a, ( ) ( )       
10 1 1 1 1
4

  

  
a a( )

 

1 4

1
  

Ainfبنابراین،   4.  
 ». 1«گزینۀ  .34

  (الف) را ببینید. 31. 1قضیۀ 
 ».2«گزینۀ  .35

 در حقیقیت، اگر قرار دهیم

   B n C m D CU C
mn

: , : , ( )
            2

1 1   
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Aآنگاه آشکارا داریم  B D ،از سوي دیگر .  
  D C Cinf inf (inf , sup ) inf ( , ) ,    0 1 1  

  D C Csup sup(sup , inf ) sup( , )    1 0 1  
  بنابراین،

A B Dinf inf inf     0 1 1  
 بینیم که به طور مشابهی می  

A B Dsup sup sup    1 1 2  
  (چرا ؟) . A2دهد که  یک استدلال ساده نشان می

 ».2«گزینۀ  .36

2بینیم که عدد  نخست می  است زیرا Aیک کران پایین  /7

m n
m n m n m

m n


      


3 2 2 21 14 10 14 0
5 7 7

  

  ثابت نگه داریم، آنگاه» اي لحظه«را  mاز سوي دیگر، اگر 

n

m n
m n

lim






3 2 2
5 7 7

  

2پس  7Ainf /  
 

  



 

 

  2اي فصل  هاي چهارگزینه پاسخ تشریحی پرسش
  
 ».3«گزینۀ  .1

xخط  Oxyاگر در صفحۀ  y   2اي بـاز در   را رسم کنـیم، مـتمم آن آشـکارا مجموعـه     0

  ».جاي داد «توان در آن  را نمی 3باز نیست، زیرا هیچ گوي باز  3است. این مجموعه در 
 ».3«گزینۀ  .2

Eباز باشد، آنگاه  Eاگر  E
.  

 ». 4«گزینۀ  .3

Uاگر قرار دهیم  B
 آنگاه ،U داریم 23. 2اي باز است و با توجه به مثال  مجموعه 

AA A UB U A B     
  

 ».2«گزینۀ  .4

، kیـا   kارزند. البته در فضـاهاي   ) هم4) و (3)، (1هاي ( گزینه 104. 2با توجه به قضیۀ 
 بسته و کراندار باشد. Aفشرده است اگر و فقط اگر  Aمجموعۀ 

 ».2«گزینۀ  .5

Uمجموعۀ  / /] , [ 1 2 3 Uباز است. پـس مجموعـۀ    در  2 Y { }  بـاز   Yنیـز در   1
  را ببینید). 47. 2است (قضیۀ 

 ».2«گزینۀ  .6

 هاي این دنباله، یعنی در حقیقت با توجه به جمله
cos ,cos , cos ,..., cos ,..., cos ,cos , cos ,..., cos ,...1 2 3 90 179 180 181 360  

cosو  cos1 ،... ،cos180که عددهاي متمایز   بینیم می 360 شوند.  متناوباً تکرار می 1
  عضو دارد. 181هاي دنبالۀ مفروض،  پس مجموعۀ حدهاي زیردنباله

 ».1«گزینۀ  .7

cFبــا توجــه بــه    G F G\     ،F G\  رو،  از ایــن اي بســته اســت و  مجموعــه
F G\( ) 

 .نیز بسته است  

 ».1«گزینۀ  .8

اي بسـته اسـت و از سـوي     از یک سو در فضاهاي متریک، هر مجموعۀ تک عضـوي مجموعـه  
nدیگر داریم  n n/ /{ } ] , [   1 2 1 2 پس .n{   باز است. در  {
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 ». 4«گزینۀ  .9

Eبراي مثال، در فضاي متریک  ] , ] 0 )/n(مجهز به متریک معمولی) دنبالـۀ   1 کوشـی   1(
  است ولی همگرا نیست.

 ».2«گزینۀ  .10

Aدر حقیقت  B\  بسته است (زیراcA B A B\   و (A B A\ .  
 ».2«گزینۀ  .11

  را ببینید. 60. 2یا قضیۀ  59. 2فرع 
 ».3«گزینۀ  .12

Aدانیم که  می A A طـور شـهودي بایـد نقـاطی را در      . براي یافتن نقاط انباشتگی، به
 به این ترتیب». شوند  انباشته می« آنها  دور Aفضا بیابیم که نقاط 

A m m n n m m/ / /{ : } { : } { } { : } { }       21 1 0 1 0    
 ».2«نۀ گزی .13

AAsupهمواره داریم  supهاي  با توجه به ویژگی .  
 ».1«گزینۀ  .14

)nxدنبالۀ  هاي آن کوشـی   یک از زیردنباله تواند زیردنبالۀ همگرا داشته باشد (زیرا هیچ نمی (
  فشرده نیست. Xنیست). پس 

 ».2«گزینۀ  .15

 است ولی کراندار نیست.  آشکارا بسته Aناحیۀ هاشورخورده در شکل زیر است.  Aجموعۀ م

  
 ».1«گزینۀ  .16

  را ببینید.(پنج)  6. 2مثال 
 ».3«گزینۀ  .17

  بینید.را ب 106. 2 قضیۀ
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 ».3«گزینۀ  .18

)nxدر فضاي متریک گسسته، دنبالۀ  اگر از اندیسـی بـه بعـد همـۀ      تنهاکوشی است اگر و  (
)/n) را ببینید). بنابراین، دنبالۀ دو( 113. 2ها برابر باشند (مثال  جمله در فضـاي گسسـتۀ    1(
 رو، واگراست. کوشی نیست و از این  

 ».1«گزینه  .19

 A پذیر  یک زیرمجموعۀ شمارش رو،  است و از اینA 
  را ببینید). (دو) 30. 2(مثال  

 ». 4«گزینۀ  .20

  آن ورداي از فضاسـت کـه نقـاط بیشـماري از مجموعـه       طور شهودي، نقطۀ انباشتگی نقطه به
nبا فرض ». شوند  انباشته می«  m mو  2  بینیم که  ، می 

m
n m n m A, ( , ) ( , )( )    


1 21 0 0 0 02 2 2 2

  

 ».2«گزینۀ  .21

 در نظر بگیرید: 2شکل زیر را در 

  
A خط  عبارت است از اجتماع دو پارهab  وad  وB خـط   عبارت است از اجتماع دو پارهcb  و
cd روشن است که مجموعۀ .A B b d{ , }  .ناهمبند است  

 ».3«گزینۀ  .22

  هستند (درس مربوط را ببینید). Aراي بیان مرز هاي مختلف ب ) صورت4) و (2)، (1هاي ( گزینه
 ».1«گزینۀ  .23

Aشود که  به آسانی دیده می ] , [ 0 Bو  1 { } 0.  
 ». 4«گزینۀ  .24

  یک فضاي متریک گسسته است. Xدر حقیقت 
 ».3«گزینۀ  .25

  در پیوست را ببینید.(ب)  6قضیۀ 
 ».1«گزینۀ  .26

  زیردنبالۀ همگرا دارد. 106. 2قضیۀ رو، با توجه به  قی کراندار است و از ایناین یک دنبالۀ حقی



  

 2فصل  اي هاي چهارگزینه پاسخ تشریحی پرسش     205

 

 ».2«گزینۀ  .27

[ , ]0 ــس در   در  1 ــت پـ ــته اسـ ــم    Yبسـ ــر داریـ ــوي دیگـ ــت. از سـ ــته اسـ ــز بسـ نیـ
Y / /[ , ] ] , [  0 1 1 2 3 ]رو،  و از این 2 , ]0   باز است. Yدر  1

 ».2«گزینۀ  .28

دهــد کــه  بـا توجــه بـه مفهــوم شـهودي نقطــۀ انباشــتگی، یـک اســتدلال سـاده نشــان مـی      
A n n/{ : }{ } 1 0.  

 ».3«گزینۀ  .29

xزیرا به ازاي   yو  1 1  داریمd x y( , ) 0که  ، در حالیx y.  
 ».1«گزینۀ  .30

یـک نقطـۀ انباشـتگی آن اسـت.      Aبسته است، کافی است ثابت کنیم که هر نقطۀ  Aچون 
Axاگر    نقطۀ انباشتگی نباشد، آنگاهx  در زیرفضايA  رو،  نقطۀ تنهاست و از ایـنx{ } 

 است. Aهمزمان باز و بسته است و این ناقض همبندي  Aدر زیرفضاي 

 ».2«گزینۀ  .31

 فرض کنیم  

n nC n N n D n N nnn{ : , } { } , { : , } { }          1 12 1 2 1  

Bاند. در نتیجه،  فشرده و بنابراین، بسته Dو  C، (دو) 96. 2با توجه به مثال  C D  .نیز بسته است 

 ».3«گزینۀ  .32

AAدر حقیقت داریم  A B   را به کار ببریم. 76. 2. اکنون کافی است قضیۀ  
 ». 4«گزینۀ  .33

xباید مجموعۀ همۀ  x( , )1  ـ2 xابرابري هایی را بیابیم که در ن xmax{ , }1 2 صـدق   1
 کنند. روشن است که  می

  x x x xmax{ , } ,1 2 1 21 1 1     
  x x,1 21 1 1 1        

 ». 4«گزینۀ  .34

  را برخط حقیقی مشخص کنیم. Aدر ذهن) جاي  تنهاکافی است (
 ».1«گزینۀ  .35

 را ببینید. 18مسألۀ حل شدة 
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 .گوید هـر فضـاي متریـک همبنـد حتمـاً       ) می2گزینۀ ( ):2مثال نقض براي گزینۀ ( تذکر
اي نامتنـاهی   مجموعه Xشود که اگر  پذیر است. این ممکن نیست. براي مثال ثابت می تفکیک

fباشد و به ازاي هر  Xمجموعۀ همۀ توابع حقیقی کراندارِ معین بر  Eو  g E,  قرار دهیم  
d f g f x g x x X( , ) sup{ ( ) ( ) : }    

  پذیر نیست. یک فضاي متریک همبند هست ولی تفکیک Eآنگاه 
]) : 3مثال نقض براي گزینۀ ( , ]0   ناپذیر است. فشرده است ولی شمارش 1
[) : 4مثال نقض براي گزینۀ ( , ]0 )/nهمبند است ولی کامل نیست، زیرا دنبالۀ کوشـی   1 )1 

  در این فضا همگرا نیست.
 ».3«گزینۀ  .36

Xگویــد هــر دنبالــۀ همگــرا در  گزینــه مــی  در حقیقــت ایــن A\ اي از  بــه نقطــهX A\ 
X، 99. 2همگراست. با توجه به قضیۀ  A\ رو،  بسته و از اینA .باز است  

 .»3«گزینۀ  .37

nxاگــر  x ــا توجــه بــه n، آنگــاه ب n n nd y x d y x d x x( , ) ( , ) ( , )  بینــیم کــه  مــی

nd y x( , )0  یاny x. 

 .1مثال نقض براي گزینۀ ( تذکر : (n
n nx y ( )  1.  

n) : 2مثال نقض براي گزینۀ ( nx y  1.  
 ».2«گزینۀ  .38

  را ببینید. 106. 2 قضیۀ
 ». 4«گزینۀ  .39

  (ب) را ببینید. 25. 2قضیۀ 
 ».2«گزینۀ  .40

Aکراندار باشد و بـراي مثـال    Aدر حقیقت اگر  a b[ , ]  آنگـاه ،A\    بـازه نیسـت و از
  ف فرض است).تواند همبند باشد (و این هم خلا رو، نمی این

 ».2«گزینۀ  .41
  را ببینید). (چهار) 15. 2اي بسته است (مثال  مجموعه زیرا 

 ».1«گزینۀ  .42

ــه ازاي هــر  jدر حقیقــت ب I  ــم iداری j
i I

A A


 ــن jiiرو،  و از ای I
AA


 ــس . پ

jii I j I
AA

 
 . 
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 .2مثال نقض براي گزینۀ ( تذکر          : (nx n{ : }  1  وn nA x{ }.  
n) :               به ازاي 3مثال نقض براي گزینۀ (             ،nA n/] , [ 0 1.  
nx) :            4گزینۀ (مثال نقض براي            n{ : }  1  وn nA x{ }.  

 ».2«گزینۀ  .43

)intدر حقیقت  ) int( )    .  
 ».2«گزینۀ  .44

 اي متناهی است. زیرا این مجموعه

 .بسـته  » 3«بسته نیست (ولی کراندار اسـت). مجموعـۀ گزینـۀ    » 1«مجموعۀ گزینۀ  تذکر
  بسته است ولی کراندار نیست.» 4«لی کراندار است). مجموعۀ گزینۀ نیست (و

 ».3«گزینۀ  .45

Sاگر قرار دهیم  A B\  آنگاه ،A  وB  گویـد   ) مـی 3انـد و گزینـۀ (   همزمان با ز و بسـته
B B .و این هم تناقض است  

 ».1«گزینۀ  .46

iمجهز به متریک معمولی، به ازاي هر  براي مثال در      مجموعـۀiA i/] , [ 0 1 1 
  را در نظر بگیرید.  

 ».1«گزینۀ  .47

xیک فضاي متریک گسسته باشد، به ازاي هر  Xاگر  X  مجموعۀx{ بـاز  اي  مجموعـه  {
یک نقطۀ تنهاسـت. بـه سـخن دیگـر، در فضـاي متریـک گسسـته نقطـۀ          xرو،  است و از این

  انباشتگی نداریم.
 ». 4«گزینۀ  .48

 بینیم که  در حقیقت می

  d m m m/ / /( , ) /      1 11 1 2 1 1 2 1 2 3 2  
  m m/    2 3 2 1  

 ».2«گزینۀ  .49

  را ببینید. 76. 2قضیۀ 
 ». 4«گزینۀ  .50

  هاي فشرده است. ی از مجموعهاین مجموعه، اجتماعی متناه
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 ».2«گزینۀ  .51

)در حقیقت  , )0   نیست. Eاست که متعلق به  Eتنها نقطۀ انباشتگی  1
 ».1«گزینۀ  .52

  را ببینید. 18مسألۀ حل شدة 
 ».1«گزینۀ  .53

Aفــرض کنــیم  بــراي مثــال، در  ] , [ 0 Aصــورت  . در ایــن1 { , }  0 رو،  و از ایــن 1

A( )  .  
 ».3«گزینۀ  .54

اي  رو، مجموعـه  را ببینیـد) و از ایـن   49. 4همبند است (تعریـف   –این مجموعه آشکارا کمانی 
  را ببینید). 50. 4همبند است (قضیۀ 

 ».2«گزینۀ  .55

Aت. بنـابراین، اگـر   بسـته اس ـ  Aشود که  در حقیقت از فرض نتیجه می X   آنگـاه بایـد ،
A X .و این خلاف فرض مسأله است  

 ». 4«گزینۀ  .56

Aفــرض کنــیم  ] , [ 1 Aآشــکارا داریــم  2. در 2 [ , ] 1 Aرو،  و از ایــن 2 


ــرا   (زی

[ , ]1 جـا چگـال اسـت     هـیچ  2در  Aنیست) و این دقیقاً یعنی  2شامل هیچ گوي باز  2
  در پیوست را ببینید). 15(تعریف 

 ».2«گزینۀ  .57

 در حقیقت اگر قرار دهیم

U x x F x x{ : } , { : }       2 22 3 2 3   
  بسته است. از سوي دیگر، آشکارا داریم در  Fباز و  در  Uآنگاه 

E U E F,      
  بدیهی است. Eهمزمان باز و بسته است. کرانداريِ  در  Eدهد که  این نشان می

 . »4«گزینۀ  .58

ــیم  ــرض کن X ،Kف [ , ]1 0 1 ،K [ , ] { } 2 0 1 Kو  2 /{ , , ,...}3 0 1 1 ــن 2 . در ای
Aصورت به ترتیب داریم  1 ،A { }2 Aو  2 /{ , ,...}3 1 1 2.  

 ».2«گزینۀ  .59

  را ببینید. 25سألۀ حل شدة م
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 ». 4«گزینۀ  .60

دهد که در فضاهاي متریک، هر مجموعۀ فشرده، بسـته اسـت. از سـوي     نشان می 55. 2قضیۀ 
 اي فشرده در آن باشد، آنگاه مجموعه Kو  Eاي دلخواه در فضاي متریک  نقطه xدیگر، اگر 

n
K B x n( ; )






1
  

N، به ازاي عددي مانند K(چرا ؟) اکنون با توجه به فشردگی      داریمK B x N( ; ) .
  کراندار است. Kدهد که  این نشان می

 ».1«گزینۀ  .61

Mکراندار هستند، عددي مانند  Cو  fچون  0 که بـه ازاي هـر    طوري هست بهkx   
fداریم  x M( )   و به ازاي هرx C ،x Mپس . 

a M a A, ( ) 2  
فشرده  Aنیز کراندار است. بنابراین،  Aرو،  کراندار است و از این Aدهد که  این نشان می

  ).62. 2است (فرع 
 ».3«گزینۀ  .62

) درسـت اسـت. در حقیقـت    2(ب) را ببینیـد). گزینـۀ (   36. 2) درست است (قضیۀ 1گزینۀ (
Aداریم    رو، و از این  

AA A A A A\ \ \    


  
طرف  که اي بسته است در حالی ) نادرست است. در حقیقت، طرف چپ، مجموعه3گزینۀ (

A) درست است، زیرا از 4) نه باز است نه بسته. گزینۀ (cراست (یعنی  A     و

A شود که هیچ عدد گویایی در  نتیجه میA رو،  وجود ندارد و از اینA( )  .  
 ». 4«گزینۀ  .63

هـاي   ها هم بازند هم بسته. تعداد کل زیرمجموعه در فضاي متریک گسسته، همۀ زیرمجموعه

A  برابر است با42 16.  
 ». 4«گزینۀ  .64

تعلـق ندارنـد.    Aهسـتند ولـی بـه     Aدو نقطۀ انباشتگی  bو  aبسته نیست زیرا  Aمجموعۀ 

  توان در آن جاي داد. را نمی 2ا هیچ گوي باز نیست، زیر Aمجموعۀ 
 ».3«گزینۀ  .65

AAدر حقیقت داریم  A .  
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