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  مولف مقدمه

  

ها به منظور تسهیل دسترسی و پیرایش  راهی است براي ذخیره و سازماندهی داده» ساختمان داده«یک 

اي براي هر منظوري مناسب نیست پس نیاز است که نقاط قوت و ضعف سـاختمان   آنها. هیچ ساختمان داده

  هاي مختلف را بدانیم. داده

ین کتاب چند بار ویرایش شده است و تلاش شـده  ها تدریس و مطالعه است. ا کتاب حاضر، حاصل سال

هاي وزارت علوم باشد. این کتاب براي آمادگی کنکور کارشناسی ارشـد   که مطالب به روز و مطابق با سرفصل

تـوان از ایـن    مهندسی کامپیوتر، مهندسی فناوري اطلاعات و علوم کامپیوتر تألیف شده است و همچنین می

فصل تنظیم شده است  8ها در دانشگاه استفاده کرد. این کتاب در  تمان دادهکتاب به عنوان منبع درس ساخ

کتـاب طراحـی الگـوریتم همـین مؤلـف نیـز        7تا  1هاي  تر فصل شود براي درك بهتر و عمیق که توصیه می

هـاي   و تسـت به همراه پاسخ تشـریحی   95و دکتري  99-91هاي کنکور  در انتهاي کتاب تستمطالعه شود. 

ها مثـل پاسـکال و    ها و قواعد برخی زبان هایی که در کتاب آمده است از علامت ده است. الگوریتمآمتکمیلی 

C هاي  شود که در آنها علامت هاي کنکور معمولاً از شبه کد  استفاده می اند. از آنجایی که در تست بهره برده

ها علامت = بـه معنـی انتسـاب و     تمرود، در این کتاب نیز چنین است. مثلاً در برخی الگوری مختلفی بکار می

به معنی انتساب و علامت = بـه   ها علامت =: یا  علامت == به معنی مقایسه است. و یا در برخی الگوریتم

  معنی مقایسه است.

ي این کتاب مطالب را به طور کامل پوشش داده است و اگر با دقت مطالعه شـود، نیـاز بـه منبـع دیگـر     

کنم اگر پیشنهاد یا انتقادي در جهت بهبود کتاب دارند با اینجانـب در   نیست. از دانشجویان گرامی تقاضا می

  میان گذارند.

  اند که از همه این عزیزان سپاسگزارم. سازي کتاب تلاش کرده دوستان عزیزي در آماده
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  1399پاییز   
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  تمیالگور
 دارد و حـداقل  يا چند پارامتر ورودیچ یف است که هی از دستورات خوش تعر  يا  تم دنباله یالگور

 وجود داشته باشد که هر     ی مختلف يها  تمیک مسئله ممکن است الگور    ی حل   يبرا.  دارد یک خروج ی
ت ی ـ و زمان اجرا اهمیفظه مصرفتم دو عامل حایدر هر الگور.  داردي منحصر به فرد  یژگیتم و یالگور

  . دارديشتریت بیار اهمیدارد که زمان اجرا بس
 منـد ازین منظـور ن ی ايبرا. میکن  ی میها را بررس تمی الگوريل زمان اجرا ین بخش نحوه تحل   یدر ا 

  .میکن ی ميادآوریم که آنها را ی هستیاضین ری خواص و قوانیدانستن برخ

  یاضیقواعد ر
 يادآوری ـ از آنهـا را     یم کـه برخ ـ   یخـور   یهـا برم ـ    ها به دنبالـه      حلقه يجراهنگام محاسبه تعداد ا   
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ه ی ـم کـرد کـه پا     یثابت خواه .  است يباً مساو ی تقر Lnn ک است که با   یا هارمون ی همسازه   يسر(
. Lgnم  ی ـا   نوشـته  Lnn ين خاطر بجا  ی ندارد و به هم    يریها اگر ثابت باشد در رشد تابع تأث         تمیلگار
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 اگــر یعنــیتم معکــوس تــابع تــوان اســت یلگــار.  دارديادیــت زیــن درس اهمیــتم در ایلگــار
xf x a( )   آنگاه x

af x Log( ) 1 .  اگـر    یبه عبـارت ba c    آنگـاه c
aLog b   و بـرعکس  .

  :تم عبارت است ازی خواص لگاریبرخ
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c c cLog Log Log
( )

)  2  

  m

n
a a

bb

m
Log Log

n
) 3  

  
a

a c
b b

c

Log
Log

Log
) 4  

  a
b b

a

Log
Log

) 
15  

  
b
aLoga b) 6  

  
b a
c cLog Loga b) 7  

  رشد توابع
fم  یبـر   ی م  را به    n یم وقت ی کن م بررسی یخواه  یم n n( ) ا ی ـرود    ی م ـ  زودتـر بـه      24

g n n( )  بـزرگ کـدام تـابع بزرگتـر        یل ـی خ يهـا n يم بـه ازا   ی کن ـ یم بررس یخواه  یدرواقع م . 3
  .توان از حد کمک گرفت یسه رشد توابع می مقايبرا. شود یم
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g مثبـت هـستند      یلازم به ذکر است که توابع مورد بررس        n f n( ( ) , ( ) )0 ـ  تواننـد    ی م ـ ی ول
 ـ    سه ر ی ـ مقا يمـثلاً بـرا   .  دارنـد  یم رشد منف ـ  یین صورت گو  ی باشند که در ا    1ینزول  یشـد توابـع نزول

n
f n( )  و 1

n
g n( ) 2

  :می دار1
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n n n
n

f n
n

g n
( )

lim lim lim( )
( )  

   
2

1

1
  

پس رشد 
n
 از 1

n2
  .شتر استی ب1

  :دیر رسیج زیتوان به نتا یبا کمک حد م
  . استي مساوn2 با n24مثلاً رشد  در رشد ندارد يریب ثابت تأثیضر) 1
  :یعنی است ياش مساو ن درجهیشتری با رشد جمله با بيا ک چند جملهیرشد ) 2

  p p p p
p p pa n a n a n a a n n... ~ ( )

     1
1 1 0  

aLog یعنــی در رشــد نـدارد  يریتم تــأثیه ثابــت لگــاری ـپا) 3 n و n
bLog هــم رشــد هــستند 

)a b,    ) ثابت1
 ثابت  a,b(شتر است   ی ب bn از   na رشد   یعنیشتر است   ی ب يا   از چند جمله   ییرشد توابع نما  ) 4

aو   1(  
b از naرشد ) 5 bLog n Logn( )است بیشترشه ی هم )a,b ثابت و a 0(  
)aLognرشد ) 6 b از ( bLog Logn LogLogn( )شتر است یشه بی هم)a,b ثابت و a 0(  
  .شتر استی ب!n از رشد nnرشد ) 7
Lgرشد ) 8 n(   . استي مساوn.Lgn با رشد (!
نگ اسـت کـه     یب اسـترل  ی ـک راه اثبـات، اسـتفاده از تقر       ی ـ.  مشکل است  ین گزاره کم  یاثبات ا (

nnد یگو یم
e n

n n! ( ) ( ( ))   12   )دیری بگLgن ی از طرف1
  :تر قابل اثبات اسیب رشد زین ترتیبنابرا

  LgLgn Lgn Lgn n n nLgn
nn

       
2

1 1 1  

                                        
mد اگر   نی گو ي را صعود  f تابع   - 1 n   آنگاه f m f n( ) ( ) .  تابعfـ  mنـد هرگـاه   ی گوی را نزول n  آنگـاه f m f n( ) ( ) .  تـابعf را 

mند هرگاه ید گوی اکيصعود n آنگاه f m f n( ) ( ) . تابعfند هرگاه ید گوی اکی را نزولm n آنگاه f m f n( ) ( ).  
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  n n nn n n n... ... !      2 3 2 3  
 کـه  يا مـثلاً حلقـه  . ستی ـ وابـسته ن nشـود و بـه    یاد نم ـی اصلاً زیعنی.  رشد ثابتیعنی 1رشد  

)شود، رشدش از مرتبه  ی بار اجرا م1000شه یهم )   . است1
Lg اگر رشد  :نکتـه × f n( ( Lg  از رشد (( g n( (  g(n) از f(n) کمتر باشد آنگاه حتماً رشـد  ((

nf میخـــواه یمـــثلاً مـــ. کمتـــر اســـت n Lgn( ) ( ) را بـــا ng n n lg( )م یسه کنـــیـــ مقا
Lg f n n LgLgn( ( ))  و Lg g n Lg n( ( )) ــه رشـــد . 2 Lg واضـــح اســـت کـ g n( (  از ((

Lg f n( ( Lgng  کمتر است پس رشد(( n n( )از  nf n Lgn( ) ( )کمتر است .  
Lgاگر رشد    :نکته× f n( (  محدود بـه    f(n)ند  ی باشد آنگاه گو   يا مساو ی کمتر   Lgn از رشد    ((

cf(  است يا  چند جمله  n n( ) که c ،رشـد  یعن ـی ثابت است f n( هـا   يا  از رشـد چنـد جملـه   (
  )ستیشتر نیب

Lgnا ی آ:مثال !   ) ا یLgn !    (است؟يا محدود به چند جمله   
Lgnتم ی لگار:پاسخ !   میکن ی میا گرفته و بررس ر.  

  Lg Lgn Lgn Lg Lgn Lgn Lg Lgn Lgn( !) ~ ~ ( )                   
Lgnپس   !       نکـه   ید با توجه بـه ا     یدقت کن . (ستی ن يا   محدود به چند جملهLgn!    بـا n.Lgn 

Lgارز است پس  هم Lgn !    با Lgn Lg Lgn         ارز است  هم(  
LgLgnا ی آ:مثال !   است؟يا  محدود به چند جمله   
  . استيا  دارد پس محدود به چند جملهLgn از ين تابع رشد کمتریتم اید لگاری کنی بررس:پاسخ

  (asymptotic notations) ی مجانبينمادها
  .شود ی استفاده مw و o و  و  و O يها و رشد توابع از نمادها تمی الگوريان زمان اجرای بيبرا

ــاد  bigنمـ oh O( ):ــابع  ی گو ــد تـ ــه f(n)نـ  ــO(g(n)) از مرتبـ ــت و مـ ــنو ی اسـ م یسیـ
f n O g n( ) ( ( )) ا  یf n O g n( ) ( ( ))    هرگاه رشد f(n)    از رشد g(n)  باشـد يا مـساو ی کمتر  .

ــثلاً  nم n O n( )  2 23 ــ 4 nا ی n O n( )  2 33 ــ4 n ی ول n O n( )  23 4 .
  : عبارت است ازO نماد یاضیق ریف دقیتعر

  O g n f n c n n n f n c g n( ( )) { ( ) , , : ( ) ( )}      0 00  
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مـثلاً  .  اسـت  يا مـساو  ی ـ کمتـر    g(n) است که رشدشان از      ی شامل همه توابع   O(g(n)) یعنی
O n( n اسـت مثـل      يا مـساو  ی ـ کمتـر    n2 است کـه رشدشـان از        ی شامل توابع  2( 23 1  ،n5 ،
Lg n4 و n و LgLgn و ...  

fم یسیــ باشــد بهتــر اســت بنوO(g(n)) از مرتبــه f(n) اگــر :توجــه n O g n( ) ( ( )) .را یــز
O(g(n)) ک مجموعه است و نوشتن      یf n O g n( ) ( ( ))  ل اسـتفاده   ی ـ بـه دل   یست ول ی درست ن

  .شود یز استفاده مین کتاب نیده گرفته شده است و در این اشتباه نادیاد، ای زیلیخ
ــاد  ــا( نم ــزرگياُمگ ــابع ی گو): ب ــد ت ــه f(n)ن g از مرتب n( ( ))ــ ــنو ی اســت و م م یسی

f n g n( ) ( ( )) ا  یf n g n( ) ( ( ))     هرگاه رشد f(n)    از رشد g(n)باشـد يا مساویشتر ی ب  .
nمــثلاً  n n( )  2 23 ــ 4 nا ی n n( )  23 ــ5 n ی ول n n( )   2 33 4 .

  : عبارت است ازق ی دقیاضیف ریتعر
  g n f n c n n n f n c g n( ( )) { ( ) , , : ( ) ( )}       0 00  

g یعنی n( ( ))   است که رشدشان از      ی شامل همه توابع g(n) مـثلاً  .  اسـت  يا مـساو  ی ـشتر  ی ب
n( ) n2 ،n اسـت مثـل   يا مـساو ی ـشتر ی ـ بn2 است که رشدشـان از    ی توابع  شامل 2 n23 ،

n n3 ،n2 و n! و ...  
g از مرتبه    f(n)ند تابع   ی گو ):تتا( نماد   n( ( ))   م یسی ـنو ی اسـت و م ـf n g n( ) ( ( ))  ا ی ـ

f n g n( ) ( ( ))  ــاه ــند  g(n) و f(n) هرگ ــد باش ــم رش ــثلاً .  ه nم n n( )   2 23  و 4
n n n( )   23 n و 4 n n( )   2 33 4  

  : عبارت است از قی دقیاضیف ریتعر
  g n f n c c n n n c g n f n c g n( ( )) { ( ) , , , : ( ) ( ) ( )}         1 2 0 0 1 20  
g با O(g(n))افت که اشتراك یتوان در ی میبه راحت n( ( )) برابر g n( ( ))است .  

ــاد  ــابع ی گو:o(little.oh)نمـ ــد تـ ــه f(n)نـ ــo(g(n)) از مرتبـ ــت و مـ ــنو ی اسـ م یسیـ
f n o g n( ) ( ( )) ــ fا ی n o g n( ) ( ( )) ــاه رشــد ــثلاً  g(n) از رشــد f(n) هرگ ــر باشــد م  کمت

n n o n( )  2 33 n ی ول4 n o n( )  2 23 4.  
  : عبارت است ازoق نماد ی دقیاضیف ریتعر

  o g n f n n c n n f n c g n( ( )) { ( ) , , : ( ) . ( )}       0 00 0  
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cنجـا   ین است که ا   ی ا O(big)ف  یعرف با ت  ین تعر ید تفاوت ا  یتوجه کن  0 ـ  ف ی ـ در تعر  ی ول
(big)O م  ی داشتc 0 .   د،  ی ـگو  یف م ـ ین تعر یبه هر حال اo(g(n))    اسـت کـه     ی شـامل تـوابع 

oمثلاً  .  کمتر است  g(n)رشدشان از    n( n مثـل    ی شامل توابع  2( 3 Lg و   Lgn و   4 n5   و n 
و 

n
  .است...  و 1

ــاد  ــا (نم ــکياُمگ ــابع ی گو): کوچ ــد ت ــه f(n)ن g از مرتب n( ( ))ــ ــنو ی اســت و م م یسی
f n g n( ) ( ( ))  ا ی ـf n g n( ) ( ( ))   هرگـاه رشــد f(n)  از رشـد g(n)مــثلاً . شتر باشـد یــ ب

23 4n n n( )  ی ول n n n( )   2 23 4 .  
  : عبارت است ازق نماد ی دقیاضیف ریتعر

  g n f n n c n n f n c g n( ( )) { ( ) , , : ( ) ( )}         0 00 0  

g یعنی n( ( ))  است که رشدشان از      ی شامل توابع g(n) مـثلاً   . شتر اسـت  ی ـ بn( )  شـامل   2
n مثل یتوابع 33   .است...  و nn و !n و n2 و 4

gواضح است که  n( ( )) با o g n( (   . نداردیچ اشتراکی ه((
  :ان کردیر بیتوان به شکل ز یف نمادها را میخلاصه تعار

f رشد gرشد    n O g n f( ) ( ( ))   
f رشد gرشد    n g n f( ) ( ( ))   
f رشد gرشد    n g n f( ) ( ( ))   
f رشد gرشد    n o g n f( ) ( ( ))   
f رشد gرشد    n g n f( ) ( ( ))   

  :ر را ارائه دادی، روابط زيریف نمادها و مفهوم حدگیتوان با توجه به تعر ین میهمچن

  
n

f n o g n f n O g n
f n

f n g n f n g n
g n

k f n g n

( ) ( ( )) ( ) ( ( ))
( )

lim ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))
( )

( ) ( ( ))


           

 


0

0
  

fد اگر   یدقت کن  n o g n( ) ( ( )) جه گرفت   یتوان نت   ی مf n O g n( ) ( ( )) ـ  ن ی ـ عکـس ا   ی ول
  .ستیح نیمطلب لزوماً صح

  : هستندی قابل بررسی نمادها به راحتير برایخواص ز
a (یبازتاب (reflexive) :ينمادها O و  و  یعنی بازتاب هستند  

  f n O f n f n f n f n f n( ) ( ( )) , ( ) ( ( )) , ( ) ( ( ))     
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b (یتقارن(symmetric) : نماد یعنی متقارن است:  
  f n g n g n f n( ) ( ( )) ( ) ( ( ))     

c (ترانهاده یتقارن (transpose symmetric) :ينمادها O و ن ی و همچن ـo و ي دارا 
  :یعنی ترانهاده هستند یت تقارنیخاص

  f n O g n g n f n( ) ( ( )) ( ) ( ( ))    
  f n o g n g n f n( ) ( ( )) ( ) ( ( ))     

d (يتعد (transitive) :یعنی هستند يهمه نهادها متعد:  
  f n O g n g n O h n f n O h n( ) ( ( )) , ( ) ( ( )) ( ) ( ( ))     

  .گر را قرار دادی ديتوان نمادها ی مO نماد يبجا
e ( اگرf n O g n( ) ( ( )) و f n g n( ) ( ( ))  آنگاه f n g n( ) ( ( )) و برعکس .  

Oا ی آ:مثال f n f n( ( )) ( ( )) و o f n( (    هستند؟ي دو مجموعه مساو((

n    مثلاً تابع . ستندی نیل باشند و  يد مساو ی هرچند ظاهراً با   :پاسخ
g n

,
( )

,

 1
 را در نظـر  

gواضح است که    . دیریبگ n O n( ) ( ) را  ی زg(n)  ي کمتر مساو n است  .g n n( ) ( )  را بـه   ی ـ ز
gپـس   . ستی ن يشتر مساو ی ب n است که از     1 برابر   g(n) فرد،   يهاn يازا n O n n( ) ( ) ( )  .

g یاز طرف  n o n( ) ( ) يرا به ازا  ی ز nزوج،   يها g(n)   برابر n      است کـه از n   پـس  . ستی ـ کمتـر ن
O وجود دارد که عضو      یم توابع ینشان داد  n n( ) ( )  عضو  ی هستند ول o(n)تـوان   یم ـ. ستندی ن

  :شهینشان داد هم
  o f n O f n f n( ( )) ( ( )) ( ( ))   

  .دهند ی را نشان م و  و O ير، نمادهای زي نمودارها:توجه
  

  

nزوج   
nفرد  



  

 الگوریتم . 1فصل      9

 

  محاسبه زمان اجرا
لر، یافـزار، نـوع کامپـا        دارد مثل نوع سـخت     ی بستگ یتم به عوامل مختلف   یک الگور ی ين اجرا زما

افـزار   افزار و نـرم  م که مستقل از سخت   یان کن ی ب يم زمان اجرا را طور    یخواه  یما م ...  و   ياندازه ورود 
  .میکن یف می همه دستورات تعريزمان اجرا را برابر تعداد اجرا. باشد

ر را بدسـت  ی ـ زيهـا  تکـه برنامـه   ) ي همه دستورات، گـام شـمار      يعداد اجرا ت( زمان اجرا    :مثال
  :میآور یم

  n 1 بار for i to n) ( ) / /1 1  
  n بار write("* "); / /  

  n n( )   2    زمان اجرا1
شـوند البتـه بـه     یشتر اجـرا م ـ ی ـار ب ک ب ی خودشان از جمله داخلشان      while و حلقه    forحلقه  

  . استفاده نشودbreak مثل ي که دستوریشرط
  b a  for بار2 i a to b) ( ) / /2  

  b a 1 بار write("* "); / /  
  b a b a( ) ( )    2    زمان اجرا3

  n 1 بار for i to n) ( ) / /3 1  
  n n( )1 بار for j to n( ) / / 1  

  n2 بار write("* ") ; / /  

  n n n( )    2 22 2    زمان اجرا1
  for i to n n) ( ) / / 4 1 1  

  for j to n n n( ) / / ( ) 1 1  

  for k to n n n( ) / / ( ) 21 1  

  write n("* ") ; / / 3  

  n n n n( )     3 2 32 2 2    زمان اجرا1
لازم به ذکر است که اگر زمان اجرا به طور کامـل پرسـش نـشود و فقـط مرتبـه زمـان اجـرا را                        

 اسـت فقـط     یم بلکـه کـاف    یابی ـ ب  همه خطوط را   يست تعداد اجرا  یم، لازم ن  ی بخواه برحسب نماد   
  .میابیرا ب)  فوقيها  در مثالwriteدستور  (ی دستور اصليتعداد اجرا
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  :میکن ی را محاسبه مwrite دستور ير تعداد اجرای زيها  در تکه برنامه:مثال
  for i to n) ( )1 1  

  for j to i( ) 1  
  write("* ");  

i يبه ازا.  به حلقه اول وابسته است    حلقه دوم    يبه ازا. شود یک بار اجرا می write دستور 1
i  i يب به ازا  ین ترت ی دو بار و به هم     2 n   دستور write    به تعداد n   شـود پـس      ی بار اجرا م ـ

nابر  برwrite دستور يتعداد اجرا nn ( )...     1
2

1   . است2
 نوشت و بـه شـکل       ک  ی هر حلقه    يتوان به ازا    ی م write دستور   ي محاسبه تعداد اجرا   يبرا

  :ز محاسبه کردیر نیز

  
n i n

i j i

n n
i n

( )
( )

  


      2

1 1 1

11
2

  

  for i to n) ( )2 1  
  for j to i( ) 1  
  for k to j( ) 1  

  write("* ");  

  
jn i n i n n n

i j k i j i i i

i i
j i i

( )

       

        
  

       2

1 1 1 1 1 1 1 1

1 11
2 2

  write ي تعداد اجرا

  n n n n n n n n( )( ) ( ) ( )( )          
 

1 2 1 1 1 2 41 1
2 6 2 2 6

  

  n n n
n

( )( )
( )

 
   31 2

6
  

  i n) ;3  
  1while i( )  

  {  

  n
n( )

 
    


2

*")writeشود  ی بار اجرا م "); / /  

  i i ;  2  
  }  
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ــار  iاز  ــر ب  ــ2 ه ــم م ــد ک ــود ی واح ــر  . ش ــثلاً اگ nم  ــتور  10 ــد دس ــه ازاwrite باش  ي ب
i , , , , 10 8 6 4 nگر  ا ا ی. شود  ی اجرا م  2  i ي به ازا  write باشد دستور    11 , , , , 11 9 7 5 3 

nشه ی همwriteپس دستور . شود یاجرا م 
  2

  .شود ی بار اجرا م

 علامــت :توجــه    کــف (floor) اســت و علامــت    ف  ســق(ceiling)اســت  .x    برابــر 
x است و    x يا مساو یح کوچکتر   ین عدد صح  یبزرگتر      ا ی ـح بزرگتـر    ین عـدد صـح    ی برابر کـوچکتر
  . استx يمساو

  i n) ;4  
  1while i( )  

  {  
  Lgn Lgn( )      بار write("* "); / /  

  i
i ;

 
    2

  

  }  
 ي بــه ازاwriteدســتور 

k
n n n ni , , , ...,


 0 1 2 12 2 2 2

حــال اگــر )  بــارk یعنــی(شــود  ی اجــرا مــ

k
nk n( lg ) 
2

 کـرد  یتوان بررس ی می نباشد به راحت   2 از   یوان ت nو اگر   . ابدی یان م ی حلقه پا  1

که علامت    لازم است .  
  i) ;5 1  

  while i n( )  
  {  

  Lgn Lgn( )      بار write("* "); / /  
  i i * ; 2  

  }  
n يتوان به ازا    یا م یو  .  کرد یتوان بررس   ی م یهمانند قبل   n و   8   3 کـرد کـه   ی بررس ـ 7

جه گرفت که علامت یشود و نت یبار اجرا م   لازم است .  
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  i) ;6 2  
  while i n( )  

  {  
  LgLgn LgLgn( )      بار write("* "); / /  

  i i i* ;  
  }  

k ي به ازا  writeدستور  
i , , , , ... ,




0 1 2 3 12 2 2 2 22 2 2 2 شـود و     یم ـ بار اجرا    k یعنی 2

k  یوقت
i n 22ابد پس  ی یان می  حلقه پا :  k kn Lgn k LgLgn    22 2  

ح نباشد علامت ی عدد صحLgLgn کرد اگر یتوان بررس یم   لازم است .  
مختلـف،   يهـا  ست بلکه در حالـت    یق قابل محاسبه ن   یها زمان اجرا به طور دق       تمی الگور یدر برخ 

، متوســط (Best)ن یبهتــر. شــود یهــا مطــرح مــ تمیل الگــوریــســه حالــت در تحل. متفــاوت اســت
(Average)ن ی و بدتر(worst)حالت .  

cه ی را در آراxم مقدار یخواه ید میبه عنوان مثال فرض کن    n[ .. عمل . می کنی خطي جستجو1[
]c در   xاگر  . سه است ی در جستجو، مقا   یاصل خواهـد   یسه م ـی ـ مقا 1ن حالـت اسـت و       ی باشد بهتر  1[

B n( ( ) ) c در   xاگر  . 1 n[ شـود    یسه انجام م  ی مقا nن حالت است و     یا اصلاً نباشد بدتر   ی باشد و    [
n n( ( ) ) .د تمـام حـالات را در نظـر گرفـت و       ی ـت و با   حالت متوسط معمولاً دشوار اس     یبررس

 در xن صـورت احتمـال وجـود    یه هست در ا  ی حتماً در آرا   xد  یفعلاً فرض کن  . ن گرفت یانگیسپس م 

iخانه  n c i( , ,..., ) [ ] 1  برابر 2
n
  : حالت متوسط برابر است باي است و زمان اجرا1

  
n

i

n n n
A n i

n n
( )

( )


 
  

1

11 1 1
2 2

  
]c در xد اگر یدقت کن ]cسه، در ی مقا1 باشد 1[   ...سه و ی مقا2 باشد 2[

pه هست پس با احتمال      ی در آرا  p با احتمال    xد  یحال فرض کن  
n

c در    i[  اسـت و بـا احتمـال        [
p1حالت متوسط برابر است باين صورت زمان اجرایست در ایه نی در آرا :  

  p np p p
A n n p n p n

n n n
( )

( ) ... ( ) ( )


            
11 2 1 1

2
  

c در   xعنصر  % 50د با احتمال    ی فرض کن  :مثال n[ .. به طور متوسط چه تعداد عنـصر       .  هست 1[
  شوند؟ ی می بررسxافتن ی يه برایآرا

p: پاسـخ   1
2

n پس    nnA n( )    1 3 1
4 2 4

3 به طـور متوسـط   یعنی 
4

ه ی ـ عناصـر آرا 
  . شوند ی میبررس
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  :مسائل
Lg تابع   -1 n*     که از    ي برابر است با تعداد بار n 1ا کمتر از    ی 1م که حاصل    یریبگ) 2ه  یپا(تم  ی لگار 

LgLgLgمثلاً  . شود Lg*( ) 16 1 16 *Lgا  ی و   3 65536 *Lg و  4 655362 تـابع  . 5
Lg n*  يم رشـد کمتـر   یدین بخش د  ی که در ا   ي دارد و از تمام توابع صعود      یفیار ضع ی رشد بس 

  .ح استیب داده شده صحید ترتی کنیدر هر قسمت بررس. دارد

  n
Lgn na n Lg n Lg n n) ( !) ( )    

1
2 3 23 2

2
  

Lgnnد ی کنیابتدا بررس( 
1

  ) ثابت است2

  nLg n Lgnb n n
*

) ( ) !


   
12 22 2 2  

Lgnد ی کنیبررس(
n2(  

  LgLgn n nc Lg n LgLgn Lgn Lgn n n*)       2 2  
LgLgnد ی کنیبررس( Lgnn Lgn( )(  

  Lgn Lgn nd Lgn e n) ( )!    2 4 2  

  Lgnn Lgn ne Lg n n nLgn n*) ( ) ( )    2 2 32
2

  

  Lgn LgLgnf n Lg n n Lg n( ))   2 2 2 34  
  .دیر را مشخص کنیت زا عباریا نادرستی ی درست-2

a (f n g n f n g n( ) ( ) (max{ ( ), ( )})   
b ( اگرf n n( ) ( )  g و 2 n n( ) ( ) ن صورت ی، در اf g n n( ( )) ( )  3  
c (f g n g f n( ( )) ( ( ( ))   

d (n
f n f( ) ( ( )) 

2
  

e ( اگرT n O f( ) ( )1 و T n O f( ) ( )2آنگاه   
i (T n T n O f( ) ( ) ( ) 1 2  
ii (T n T n O f( ) * ( ) ( )1 2  
iii (T n O T n( ) ( ( ))1 2  
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iv (T n
O

T n

( )
( )

( )
1

2
1  

f ( اگرf n g n( ) ( ( ))  و g n O f n( ) ( ( )) آنگاه f n g n( ) ( ( ))   
  .درست است) a :پاسخ

b (مثلاً . نادرستf n n( ) g و 2 n n( ) آنگاه f g n n( ( )) )n که 2 )   .ستی ن3
c (ــت ــثلاً . نادرســــ fمــــ n Lgn( ) و g n n( ) ــاه 2 f آنگــــ g n Lgn( ( ))  و 2

g f n Lgn( ( )) ( ) 2  
d (مثلاً . نادرستnf n( ) nnf آنگاه 4 ( )

2
2  

e (   فقط قسمتi  نقض قسمت    يبرا.  درست است iiدی ـ فرض کن T n T n f n( ) ( )  1 2 
Tآنگاه   n T n n O n( ) * ( ) ( ) 2

1 fد  ی ـ فرض کن  iv و   iii نقض قسمت    يبرا. 2 n 3 
Tو  n n( ) 2

T و 1 n n( )2  
f (نادرســت .f n g n( ) ( ( ))  ــا g ب n O f n( ) ( ( ))ــ ــیادل اســت و نت مع شــود  یجــه نم

f n g n( ) ( ( ))   
ــ آ-3 ــی ــرا   یا م ــه ب ــرد ک ــا ک ــوان ادع ــابع يت ــر دو ت ــ g(n) و f(n) ه fا ی n O g n( ) ( ( )) ــ ا ی

g n O f n( ) ( ( )) ا هر دو؟ی  
fد  یفرض کن . خیر :پاسخ n n( )   و ng n n sin( )  fد  ی ـ کن ی بررس 1 n O g n( ) ( ( )) 
gو  n O f n( ) ( ( ))  

  .دیابیر را بی زيها  تکه برنامهیدگیچی پ-4
  a for i to n) ( ) 1  

  for j to i( ) 21  
  if j i o( mod )  

  for k to j( ) 1  
  write("* ");  

  

  b for i to n) ( ) 1  
  1if odd i for j i to n x x( ( )) ( ) ;    

  else for j to i y y( ) ;  1 1  
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  c i) ; 3  
  if n or n return true( ) ; 2 3  

  if n return false( mod ) ;2 0  
  while i n( )2  

  if n i return false( mod ) ; 0  
  else i i ;  2  

  return true;  
  

  d for i i n i i) ( ; ; * )  1 2  
  for j j n j( ; ; )  1  

  write("* ");  
  

  e for i i n i) ( ; ; )  1  
  for j j n j j( ; ; * )  1 2  

  write("* ");  
ــخ ــه ازا) a :پاس ــر يب ــi ه ــر ی ، داخل ــه یت ــارiن حلق  ــ ب ــرا م ــود ی اج ــه ازا . ش ــع ب  يدر واق

j i i i i i, , , ..., * 2 شـود پـس حلقـه        ی اجـرا م ـ   ی درست است و حلقه داخل     if شرط   3
i به تعداد    یداخل ii i i i i ( )... *     1

2
)iشـود کـه از مرتبـه          ی بار اجرا م ـ   2 ) 3 

)nشود، مرتبه کل  ی بار تکرار مi ،nاست و چون خود  )   . است4
b ( چهi زوج باشد و چه فرد مرتبه n( )   .شود ی م2
c ( با توجه به شرط حلقهwhile یعنی i n2 مرتبه O n(   . است(

ن حالـت و حالـت      یتم در بـدتر   یک الگـور  ی ـ ي زمـان اجـرا    یدگیچی پ يها  ب درجه ی به ترت  af و   wf اگر   -5
aن باشند، کدام عبارت یانگیم wf f( )  ، a wf o f( ) ،a wf O f( )ح است؟ی همواره صح  

 ـ يا مـساو ی ـ زمان در حالت متوسط کمتر  :پاسـخ  ن حالـت اسـت پـس همـواره     یدتر زمـان در ب
a wf O f( )  

د را   ی ـن نمـاد جد   ی ـنـام ا  . کننـد   یف م ـ ی ـر تعر یی تغ ی را با کم    منابع نماد    ی بعض -6

)  يامگـا 

fم  ییگو. میگذار  یم) تینها  یب n g n( ) ( ( ))


    ت   هرگاه ثابت مثبc        وجود داشـته باشـد کـه 
fم  ی داشته باش  n يشمار  ی تعداد ب  يبرا n cg n( ) ( ) . هـر دو تـابع مثبـت        يد بـرا  ینشان ده 

f(n) و g(n) ا یf n O g n( ) ( ( )) ا یf n g n( ) ( ( ))


 ) ا هر دوی(  



  

  ها       ساختمان داده   16

 

soft نماد -7 oh O
~

( ) همانند Oکند ی میپوش  را چشمیتمی لگاريکتورها است که فا.  

  kO g n f n c k n n n f n cg n Lg n
~
( ( )) { ( ) : , , , : ( ) ( ) ( )}     0 00  

ب یــن ترتیبــه همــ
~
 و 

~
د یــنــشان ده. شــوند یف مــیــز تعریــ نf n O g n

~
( ) ( ( )) و 

f n g n
~

( ) ( ( ))  اگر و فقط اگر f n g n
~

( ) ( ( )) .  
cf.  استيتابع صعود f(n)د ی فرض کن-8

  :میکن یف می را تعر*
  i

cf n i f n c* ( )( ) min{ : ( ) }  0  
if n( )(   :میکن یف میز به صورت مقابل تعری را ن(

  i
i

n if i
f n

f f n if i
( )

( )( )
( ( ))

   
1

0
0

  

fمثلاً اگر  n n( ) i  آنگاه2 if n n( )( )   . است2
cfر ستون ی مقادیبا توجه به جدول مقابل، درست n*(   .دی کنی را بررس(

nfد یبه عنوان مثال فرض کن n( )
2

c و   1:  

  i
i

n n
f n f n( ) ( )( ) , ..., ( )  2

2
1

2 2
   

  .شود  میLgn برابر iدر نتیجه کمترین 

cf n*( )  c  f(n) 

n 0  n 1  

Lg n* 1  Lgn 

  nlg  1  n
2

 

1nlg    2  n
2

  

nlg lg  2  n  
∞  1  n  

Log Lgn( )3  2  
n

1
3  

O n(lg )  2  n
Lgn
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  ]ندي شده فصل اول ب  طبقهيها سؤال [
 مجموع مراحل خطوط در برنامه زیر چند است؟ -1

1 (n 2 3  
2 (n 2 1  
  . دارد و نامشخص استnتعداد مراحل بستگی به ) 3
4 (1+n  
  
  
  

 )٨٠وتر يعلوم کامپ(  ... برابر است با3در برنامه زیر تعداد دفعات تکرار دستورالعمل  -2

for k k n k) ( ; ; )   1 0 1  

for i i n k i) ( ; ; )   2 1  

a i i k k) [ ][ ] ; 3  

1 (n2    2 (
n n( )1

2
  

3 (n2

2
    4 (

n n( )1
2

  

 )٧٩وتر يلوم کامپع(  . را تعیین کنیدTOTALمقدار محاسبه شده براي  -3

1 (NN (log )2 1  

2 (NN log2  
3 (NN (log )2 1  

4 (Nlog 2 1  
  
  
  
  

float sum (int num[ ] , int n) 

{ 

int i , temp=0 ; 

for (i= 0 ; i<n ; i++) 

temp += num [i] ; 

return temp ; 

} 

TOTAL:= 0 ; 

for i:=1  to  N  do 

begin 

K:=N ; 

while (K<>1) do begin 

K:=K div 2 ; 
TOTAL TOTAL: ;  1  

end 

end ; 
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 : عبارت است ازf(n)با توجه به تکه برنامه مقابل مقدار  -4

1 (nlog2  
2 (nlog 2 1  

3 (n
n
      

1
2

  

4 (nn (log )2 1  
  
  
  
  
  

 M) 30 و 5(روال بازگشتی مقابل را در نظر بگیرید مطلوبست  -5

1 (20  
2 (40  
3 (70  
4 (150  
  
  
  
  

هـاي ورودي باشـد، تـابع          تعـداد داده   N شـود و     A Modul واحد، زمان اجراي     Mاگر   -6
 کدام است؟پیچیدگی زمانی الگوریتم زیر 

1 (NMNLog5  
2 (MN 2  
3 (MNLog5  
4 (NMN Log2

2  
  

i  1  
while (i<=n) 

{ 

j  1 

while (j<=n) 

{ 

j j* 2  

} 

i i 1  
} 

M(A , B) 

P  o  
while A<> 0 

Do if A then P P B{ mod   2 1

A
A

 
    2

 

B B;} 2  

Return P 

I:=N 
while I  1 

for j to N: 1  

Modul A 

end for 

I I: / 5  

end while 
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زمان مصرفی قطعه برنامه زیر در بهترین و بدترین حالت چه مقداري است و مربوط به چـه                -7
for  باشد؟ مواردي می i to n do 2 

if k i thenmod  0  

for j i to n do  

k*l l  
 بخـش پـذیر   n بـه  kدر بهترین حالت زمان خطی است و این مربوط به ورودي است کـه       ) 1

 بخـش پـذیر باشـد در        n تـا    1 بـه کلیـه اعـداد        kو بدترین حالت زمانی است کـه        . نباشد
  . استn2اینصورت زمان 

 k است و این حالت مربوط به مواردي اسـت کـه    nدر بهترین حالت زمان ضریب ثابتی از        ) 2
  .شود  است که مربوط به باقی حالات میn2 باشد و بدترین زمانnمضربی از 

  . استn2در هر حال و در کلیه موارد زمان مصرفی) 3
 n2گیریم کـه زمـان مـصرفی مربوطـه         باشد در بدترین حالت قرار می      !nی از    ضریب kاگر  ) 4

 بخش پـذیر نباشـد در   n تا 2 به هیچکدام از اعداد  kاست و بهترین حالت زمانی است که        
  .این صورت زمان مصرفی خطی است

 )٨٤ IT(  مرتبه زمانی شبه کد زیر چیست؟ -8

1 (n  
2 (n2  
3 (logn  
4 (n logn  
  
  

 )٨٦ IT(  مرتبه زمانی شبه کد زیر چیست؟ -9

1 (n  
2 (n ^2  
3 (log n  
4 (n log n  
  

  

for i i n i( ; ; )  1

{ 

for j j n j( ; ; )  1

       
x++; 

n-- ; 

} 

for i i n i( ; ; )  1  

for j j n j( ; ; )  1

 

{ 
x ;  

n-- ; 

} 
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 )٨٥ IT(   چه مقداري خواهد بود؟xپس از اجراي قطعه کد زیر، مقدار نهایی  -10

1 (n n. log   2  

2 (n nlog    
2

2  

3 (n n nlog    
2

2  
4 ( n nlog    21  
  
  

 از چپ به راست مرتـب       (Order)کدامیک از مجموعه توابع زیر برحسب افزایش مرتبه          -11
  )٧٩علوم کامپيوتر (   هستند؟

1 (n! و n1000 و n( / )1 005  2 (n! و n( / )1   n1000 و 005
3 (n1000 و n! و n( / )1 005  4 (n( / )1   n1000 و !n و 005

 )٨٠آزاد (   قطعه کد زیر چیست؟(Order of magnitude)مرتبه بزرگی  -12

1 (O n( )2  
2 (O(nm)  
3 (O nm n( ) 2  
4 (O (nm+nlogn)  
  
  
  
 

 هزینه اجراي تابع زیر چه اندازه است؟ -13

1 ( nO log2  
2 (O(n)  
3 ( nO n log2  
4 (O ( )1  

x=0; 
for i i n i( ; ; ){  1  

for j j n j( ; ; )  1 x++; 

j ; 1  

while (j<n){ 
x j j; ;*  2  

} 

} 

k : ; o  
for i to n do begin: 1  

for j to m do: 1  
k k: ; 1  

j : ; 1  

while j<n do begin 
k k: ; 1  
j j: ; 2  

end 
end ; 

i n: ;  

while i do( ) 1  

begin 
i i: mod ; 2  

write i( ) ;  

end; 
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 )٨٠وتر يعلوم کامپ(  .گزینه درست را انتخاب کنید -14

1 (     f n O g n h n g n f n h n( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ( )      
2 (     f n g n g n O h n h n O f n( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ( )     
3 (     f n g n h n O g n f n g n( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ( )      
4 (     f n g n g n h n f n h n( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ( )       

 )٨١وتر يعلوم کامپ(  کدام یک از عبارات زیر صحیح است؟ -15

1 (
n

i
i O n( )


 2 3

o
  2 (n nO ( )3 2  

3 (n n O nlog ( )2 2  4 (n
O n

n
( )

log


2
2  

 )٨١ آزاد(  کدام یک از روابط ذیل درست است؟ -16

1 (O Log n O n( ) ( )  2 (O Log n O n( ) ( )  

3 (nO n O a( !) ( )  4 (O n O n( ) ( )3  
f، دو تابع دلخواه بـه شـکل         g و   fفرض کنید    -17 g N R, :          بـه عـلاوه فـرض کنیـد ،

f n
g nn

( )
( )

lim


 ٨٢دولتي وتر ي کامپمهندسي(  هاي زیر درست است؟  کدام یک از گزاره( 

1 ( g n f n( ) ( ) و  f n O g n( ) ( ) 2 ( f n O g n( ) ( ) و  g n O f n( ) ( )  
3 ( f n g n( ) ( )  و  f n g n( ) ( )  4 ( g n f n( ) ( ) و  f n g n( ) ( )  

 )٨٢سراسري وتر ي کامپعلوم(  کدام عبارت صحیح است؟ -18

1 (nn n n O( )( ) ( )   21 2 1 2  2 (n n n n( )( ) ( )   21 2 1  
3 (n n n n( )( ) ( )   2 41 2 1  4 (n n n O n n( )( ) ( log )   2 21 2 1  

 )٨٤سراسري وتر ي کامپعلوم(  باشد؟ کدام گزینه صحیح می -19

1 (n n O nlog ( ) /   3 3 0 1o  
2 (n n(log )  
3 (n O n n( log ) /    1 0 1o  

4 (n
n O

nlog

      

2
2  
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 )IT ۸۴تم طراحي الگوري(  هاي زیر صحیح است؟ کدام یک از گزینه -20

1 (n n nsin ( )2  2 (n n O nsin ( )2  

3 (n n n( sin ) 2  4 (n n n( sin ) 2  

)باشد؟ در رشد توابع زیر کدام ترتیب صحیح می -21 ) 0  )٨٥وتر ي کامپعلوم( 

1 (n
O

nlog

      

2
)nO و  ) 1 و O n n( log )  

2 (n
O

nlog

      

2
O و  n n( log )nO و ( ) 1  

3 (nO( ) 1 و O n n( log n و (
O

nlog

      

2
  

4 (nO( ) 1 و n
O

nlog

      

2
O و  n n( log )  

 )٨٥ دولتي(  :اند کدام یک از عبارات زیر درست -22

  IIفقط ) 1
  IIIفقط ) 2
3 (I و II  
4 (I و III  

 )٨٥ IT(  هاي زیر نادرست است؟ کدام یک از عبارت -23

1 (nO n O n( !) ( )  
2 (O O n O n n( ) ( ) ( . log ) 6

210  

)nهر الگوریتم از مرتبه ) 3 ) از مرتبه O n(   . نیز هست2(
 last و   firstاي یک طرفه، با داشتن اشاره گرهاي          حذف عنصر آخر در یک لیست زنجیره      ) 4

  . استO(1)از مرتبه 

c n ne O e I C( ).  1 

n O n n II( lg ).2  

n O n n III( lg ).  
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 nn2که الگـوریتم آن از مرتبـه زمـانی     را 16اي به اندازه     کامپیوتري در واحد زمان مسأله     -24
 برابر گردد این کامپیوتر همان مسأله را بـا          131072اگر سرعت کامپیوتر    . کند  است حل می  

 )٨٦ دولتي(  اي در واحد زمان حل خواهد کرد؟ چه اندازه

1 (17log + 17+16    2 (log 16 17 17  
3 (32    4 (log16 131072  

 )٨٩علوم كامپيوتر (  )1.2 یعنی 2/1 (کدام گزینه صحیح است؟ -25

1 (x n nn
O n n

n
( ), ( . )

lg
  1 3 2  

2 (   nn n n O n/log ( ), (lg ) 
5 1 2 5

3  

3 (x n nn
n x O n

n
( ) , ( )

lg
    1 1 3 2o  

4 (   nn O n n n/log ( ) , (lg )  
5 1 2 5

3  

 )٨٣ IT(  شود؟ میمیزان زمان لازم براي اجراي قعطه برنامه زیر چگونه برآورد  -26

1 (O n( )2  
2 (n( ) 3  
3 (n( ) 4  
4 (n( ) 4  

 )٩٠ و ٨٧ – IT(  دهد؟  کدام گزینه مرتبه زمانی کد زیر را نشان می -27

1 (n( )  2 (n( ) 2  

3 (n n( log )  4 (n n( log ) 2  
  

nشود فرض کنید   چند بار تکرار می++xدر کد زیر دستور  -28   )٨٧ - IT(  . است3

for i i n i i*( ; ; )  3 2  

x ;  

1 (n
log
 
 
  3

  2 (n(log ) 
 
 
 3

  3 (n
log
 
   

1
3

  4 (n(log )  
 
 

1
3

  

for i to n 1  

for j n to i  

for k to n 21  

sum sum A   

for i i n i( ; ; )  1  

for j j n j j i( ; ; )   1
x ;  
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 )٨٨ - IT(  مرتبه زمانی شبه کد زیر چیست؟ -29

1 (n( )  

2 (n( ) 2  
3 (n n( log )  

4 ( n n(log ) 2  

 را در غاري n تا 2، 1هاي   قطعه گوشت دقیقاً به اندازه  nیک زمستان سرد، خرس قطبی      در   -30
ها را بـه صـورت تـصادفی انتخـاب            او هر روز یکی از این قطعه گوشت       . ذخیره کرده است  

اگر زوج بود، آن را دقیقاً      . خورد  ي گوشت عدد فردي بود، آن را کاملاً می          اگر اندازه . کند  می
اگـر  . دهـد   خورد و نصف دیگر را مجدداً در غار قرار مـی            نصف آن را می   کند، یک     نصف می 

هاي خیلی بـزرگ روزهـاي      nبا این الگوریتم، براي     . میرد  گوشتی موجود نباشد، خرس می    
  )٨٩مهندسي كامپيوتر (  ها خواهد بود؟ باقیمانده از عمر خرس ما تابع کدام یک از گزینه

1 (n( )  2 (n(log )  3 (n n( log )  4 (n( ) 2  

nتوابع   -31 n
g n l g n f n

lg lg
( ) , ( )  h و   4 n n( ) lg کدام یـک  .  را در نظر بگیرید 2

  )٨٩مهندسي كامپيوتر (  هاي زیر صحیح است؟ از گزاره
1 (f n O g n f n h n( ) ( ( )), ( ) ( ( ))   
2 (f n h n g n f n( ) ( ( )), ( ) ( ( ))    
3 (g n h n h n f n( ) ( ( )), ( ) ( ( ))    
4 (h n O g n f n g n( ) ( ( )), ( ) ( ( ))    

for i i n i i*( ; ; )  1 2  

for j j n j j*( ; ; )  1 2  

for k k j k( ; ; )  1  

x ;  
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  ]بندي شده فصل اول   طبقهيها پاسخنامه سؤال [
لازم به ذکر است که تعریف متغیر به شرطی جمله اجرایی است که مقـدار اولیـه                 ). 1(گزینه   )1

  :گرفته باشد
  جمله  تعداد اجرا

1  temp=0 

1+n for 

n temp+=num[i] 

1 return 

3+n2 =جواب   

  ). 2(گزینه  )2

  
n n k n n n

k i k k k

n n n n
n k n k n

( ) ( )
( )

    

    

 
          

1 1 1 1 2

1

1 11
2 2o o o o

  

 بررسـی   N=1توان بـه ازاي       می. شود   بار اجرا می   while  ،Nlog2 بار و حلقه     for  ،Nحلقه  ). 2(گزینه   ) 3
  . است2 توانی از Nرض کنیم که البته باید ف. آید  بدست می2کرد که در این صورت گزینه 

nlog داخلی whileحلقه ). 4(گزینه  ) 4 2   .شود  بار اجرا میnشود و حلقه بیرونی   بار اجرا می1
  ). 4(گزینه  )5

o  1  3  7  15  30  A 

160  80  40  20  10  5  B 

150  70  30  10  o  o  P 

  1  1  1  1  o  2 A mod  

  . استfor ،M و داخل حلقه for ،N، حلقه Nlog5 داراي مرتبه whileحلقه ). 1(گزینه  )6
 داخلـی نیـز هـر بـار اجـرا           for بخش پذیر باشد آنگاه حلقه       n تا   2 بر اعداد    kاگر  ). 4(گزینه   )7

 بـر هـیچ یـک از    kشود ولی اگـر    میn2 وابسته اند،  زمان      nشود و چون هر دو حلقه به          یم
  . استnشود که مرتبه آن   بخش پذیر نباشد فقط حلقه بیرون اجرا میn تا 2اعداد 

i يبه ازا ). 2(گزینه   )8  x، جملـه    1 )    یجملـه اصـل(  ،n     يبـه ازا . شـود   ی بـار اجـرا م ـ 
i  2  ،n 1   د  یدقت کن ( بارn هـر  يب بـه ازا ی ـن ترتیبـه هم ـ ). ک واحد کم شده است   ی 
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n به یشود وقت  ی کم م  n مقدار   iش  یافزا
2

 جملـه  يداد اجران تعیبنابرا. م کار تمام استی برس

x حدوداً برابر است با  :nn n n n( ) ( ) ... ( ) ( )       2
2

1 2 

i يبه ازا ). 1(گزینه   )9  x، جمله   1     به تعداد n
2

 هـر   يرا بـه ازا   ی ـشـود ز    ی بار اجرا م ـ   

j  کباری n   يبه ازا . شود  ی انجام م i  n بـه تعـداد      ی جمله اصـل   2
4

 بـار اجـرا     

n: بین ترتیشود و به هم یم n n n n... ( ) ( )


    
1
2

1
2

2 4 8 1
  

while  ،nlogحلقه  .  بار n داخلی،   forحلقه  ). 3(گزینه   )10       و حلقه for    بیرونـی n     بـار اجـرا 
  .شوند می

)nتوابع نمایی مثل ). 2(گزینه  )11 / )1   . رشد بیشتري دارندn1000اي مثل   از چند جمله005

nO داراي مرتبه    whileحلقه  ). 4(گزینه   )12 (log  O(m)اخلـی داراي مرتبـه       د for و حلقـه     2(

nOباشد و چـون ایـن دو حلقـه متـوالی هـستند داراي مرتبـه                  می m( log ) باشـند    مـی 2

nOبنابراین کل برنامه داراي مرتبه  n m( ( log ))   .باشد  می2
  یـا  2modشود، چون حاصل      ، تعداد محدودي اجرا می    n به ازاي هر     whileحلقه  ). 4(گزینه   )13

o است1 یا .  
f). 4(گزینه   )14 g( )    یعنی رشد f     بیشتر یا مساوي g است  .g h( )    یعنی g    بـا h   هـم 

f است یعنی h بیشتر یا مساوي fپس رشد . رشد است h( )  

nرشـد   ). 1 و   4(گزینه   )15
nlog

n از   n2 کمتـر اسـت زیـرا        n2 از   2 nlog2       کمتـر اسـت پـس 

n
n

O n
log

( )
2   . صحیح است1 فرض کنیم گزینه  را به معنی O ولی اگر 2

bn(log از anزیرا .  استlog nتر از   سریعnتابع نرخ رشد ). 1(گزینه  )16  رشد بیـشتري  (
aدارد  b( , ) o  

 g(n) سریعتر از تـابع      f(n)دهد نرخ رشد تابع       توجه کنید فرض مسئله نشان می     ). 3(گزینه   )17
fپس . است n g n( ) ( ( )) بوده ولی f n g n( ) ( ( )).  
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nتابع  ). 1(گزینه   )18 n n( )( )  21 2 )n از مرتبه    1 )  گفت از مرتبه    توان یم است پس    3
nO(   . است2(

 هـر تـوان مثبتـی، رشـد کمتـري دارد             به nدانیم لگاریتم به هر توان ثابتی از          می). 1(گزینه   )19
aیعنی   bLgn n( )    پس Lgn n( )   o       حال طـرفین را در n3  کنـیم    ضـرب مـی

n Lgn n  3 n در نتیجه 3 Lgn O n( ) 3  :ها دقت کنید در مورد سایر گزینه. 3

  n
Lgn

n Lgn n nLgn n, ,  
21 2  

n طبیعی فرض شود آنگاه nاگر  ). 1(گزینه   )20 n Cnsin 2    بـه ازاي حـداقل یـک C و no 
nمثبت و همه  n oالبته .  صحیح استnsinباید داخل قدر مطلق باشد .  

nشد ر). 4(گزینه  )21 nlog کمتر از n
nlog

)n و کمتر از 2 ) 1 از حد استفاده کنید( است(  

cمرتبه ). 2(گزینه  )22 ne از ne بیشتر است و n2 از nlognیشتر است ب.  

 نیاز به پیمایش دارد تا آدرس گره ماقبل آخر بدست آیـد کـه مرتبـه آن                  4گزینه  ). 4(گزینه   )23
O(n)هم اشکال دارد و باید به صورت 1البته گزینه . شود  می nn O n! ( )نوشته شود .  

دقت کنید   ). (3(گزینه   )24 17131072  اسـت مـی     nn2تبه زمانی   وقتی گفته می شود مر    ) 2
  . استncn2توان فرض کرد زمان اجرا 

  nc c n n,          16
20 20
1 1 116 2 1 2 1 32

1310722 2
  

  ). 4(گزینه  )25
  . به هر توانی بیشتر استnlg از nرشد 
n به هر توانی از nlog3رشد  /0   . کمتر است2

 ی بـه معن ـ   toدر حلقـه دوم     . انـد    وابـسته  n2 و حلقه داخلی بـه       nحلقه اول و دوم به      ). 4 (گزینه ) 26
down toاست !  
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  ). 3(گزینه  )27
 x++  j iتعداد اجراي 

n n 1  1 و 2و ...  و  
n
2

  2 1 و 3و ...  

n
3

  3  1 و 4و ...   
    :  
n
n

  1  n 

  n n n
n n n Lnn n n

n n
... ( ... ) . ( . lg )           

1 1 11
2 3 2 3

;  

شود   ثابت می:توجه
n n

Lnn... ...


      1 1 1 1
2 2 1

1  
nاي  و به از  . شود   ، یک بار اجرا می     n=3به ازاي   ). 3(گزینه   )28   3 دوبار که فقط در گزینـه  6

  .کنند صدق می
 را نادیــده بگیریـــد آنگــاه تعـــداد اجــراي دو حلقـــه دیگــر برابـــر     iحلقـــه ). 3(گزینــه   )29

m m n... ( )       1 2 12 2 2 2 2 1o،m n( )2 پس مرتبه کـل    . باشد   می
nالگوریتم  n( . log )ت زیرا حلقه  اسi از مرتبه n(log )است . 

n. دارد  روز زنده نگه می   n قطعه گوشت، خرس را      n). 1(گزینه   )30
2

 از این قطعات زوج است که 
nشوند که در نتیجه   این قطعات مجدداً ذخیره می    

2
n. اندم  روز دیگر خرس زنده می

4
 از ایـن  

nمانند و     قطعات زوج است که در نتیجه باقی می       
4

بـه همـین   . مانـد   روز دیگر خرس زنده می  
  :ترتیب تعداد روزهاي باقیمانده از عمر خرس برابر است با

  n n n
n n n n... ...

                

1 1 11 2
2 4 8 2 4 11

2

  

  :ه شکل زیر استترتیب رشد توابع ب). 1(گزینه  )31
  n nn n nlg lglg lg  2 24  

n  پس  n nO n nlg lg lg(lg ) , (lg )  24 4  
ولی دقت کنیـد کـه    . رسید   اگر لگاریتم توابع گفته شده را بگیرید، به همین نتیجه می           :توجه

  . هم رشد شودlgg با lgf رشد کمتري داشته باشد ممکن است g از تابع fاگر تابع 



  
  
  
   ی بازگشتيها تمیالگور    

  
  
  

  .شویم  با یک مثال وارد بحث می.کند ی می خود را فراخوانی بازگشت تمیالگور
   f ی با توجه به تابع بازگشت:مثال

  f n( )  
  {  

  if n return n n( ) * ; 1  
  return f n f n n( ) ( ) ;   1 1  

  }  
f) الف (    چند است؟4(
f) ب (    دارد؟ی چه تعداد فراخوان4(
f) ج (   دهد؟ یرا انجام م+  چه تعداد عمل 4(
f) د (   دهد؟ یانجام م*  چه تعداد عمل 4(
Tاگر ) هـ n( f ی تعداد فراخوان( n( T ي باشد برا( n(   .دیسی بنوی فرمول بازگشت(
Tاگر ) و n( f يبرا+  تعداد عمل ( n( T ي باشد برا( n(   .دیسی بنویشت فرمول بازگ(
Tاگر ) ز n( f يبرا*  تعداد عمل ( n( T ي باشد برا( n(   .دیسی بنوی فرمول بازگشت(
Tاگر ) ح n( f تابع ي زمان اجرا( n( T ي باشد برا( n(   .دیسی بنوی فرمول بازگشت(

  ) الف:پاسخ
  f f f f( ) , ( ) ( ) ( ) ,    1 1 2 1 1 2 4  

  f f f f f f( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )       3 2 2 3 11 4 3 3 4 26  

 2فصل 
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f) ب ( f دو بار    4( ( fهر  . زند  ی را صدا م   3( ( f دو بار    3( ( fهـر  . زند  ی صدا م   را 2( (  دو بـار  2(
f (  جمعاً یزند پس تعداد فراخوان ی را صدا م1(   1 2 4 8   . است15

n هر يبه ازا) ج  برابر + پس تعداد عمل . شود یانجام م+  دو بار عمل 1  2 4 8   . است14
n هر   يبه ازا ) د  f بار   8و چون   . شود  یانجام م * ک بار عمل    ی 1 ( شود پـس     ی م ی فراخوان 1(

  .شود یانجام م*  بار عمل 8
f یهر فراخوان ) هـ n( f دو بار ( n( )1کند پـس   ی میخوان را فراT n T n( ) ( )  2 1 1  .

T n( )1   بخاطر f n( )1    مرتبه  ین رابطه بازگشت  یا.  اول است  ی همان فراخوان  1 و عدد 
T یعنی(ک است   ی n( T فقط به    ( n( )1  خواهـد کـه      یه م یشرط اول ک  یو  )  وابسته است

T( )1 n ي چون به ازا1    .شود ی انجام میک فراخوانی 1
ــوان ) و ــر فراخ f یه n( ــه ( n ک  ــل  1 ــار عم ــوان +  دو ب ــر اخ ــار ف f یدارد و دو ب n( )1ــ س  پ

T n T n( ) ( )  2 1 )Tه ی و شرط اول2 )1 n ي چون به ازا0    .ندارد+  اصلاً عمل 1
f یهــر فراخــوان) ز n( n کــه (  ــ*  اصــلاً عمــل 1 ــدارد ول f ی دو فراخــوانین n( )1 دارد پــس 

T n T n( ) ( ) 2 )Tه ی و شرط اول1 )1 n ي چون به ازا1    .شود یانجام م* ک عمل ی 1
 ير تعداد اجراتوان زمان اجرا را براب ی می همه دستورات است وليزمان اجرا برابر تعداد اجرا    ) ح

 يا تعـداد اجـرا    یباشد  + تواند تعداد انجام عمل       ی م f در تابع    یل اصل عم. ت دانس یعمل اصل 
if ياگر زمان را برابـر تعـداد اجـرا        . ها  یا تعداد فراخوان  ی if   تـوان نوشـت     یم م ـ ی فـرض کن ـ :

T n T n( ) ( )  2 1 )T و   1 )1 nTتون ثابت کرد که       یم. 1 n( ) 2 د شـو  ی م 1
)nو از مرتبه  )   . است2

T اگر   :نکته× n a T n b c( ) ( )      که a,b,c     ثابـت هـستند آنگـاه اگـر a   آنگـاه  1
n
bT n a( ) ( )     و اگر a  c و   1  T آنگاه   0 n n( ) ( )  .ن نکته، حل روابـط     ی اثبات ا  يبرا

  )دی را بخوانیبازگشت
   است؟يا  تابع مقابل از چه مرتبهي زمان اجرا:مثال

  g n( )  
  {  

  if n return n n( ) * ; 1  
  return g n n* ( ) ; 2 1  

  }  
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T اگــر :پاســخ n( Tم آنگــاه ی فــرض کنــif ي را برابــر تعــداد اجــرا( n T n( ) ( )  1  و 1
T( )1 T که   1 n n( ) ( )  ن تابع با تـابع مثـال       ی ا ید خروج یدقت کن .  است ی مرتبه خط  یعنی

  .ن دو تابع متفاوت استی ايمان اجرا زی است وليقبل همواره مساو

  یحل روابط بازگشت
م یتم را مـشخص کن ـ    ی آن الگـور   ید عمل اصـل   ی ابتدا با  ی بازگشت يها  تمیافتن مرتبه الگور  ی يبرا

 مواقع بـا    یلیالبته خ (م  ی را حل کن   یم و سپس رابطه بازگشت    یسی بنو ی آن رابطه بازگشت   يسپس برا 
 ی حـل روابـط بازگـشت      يهـا   روش. میابی را ب  ییو مرتبه اجرا  ) افتیتوان بدون حل مرتبه را        ینکات م 

 يها   از روش  يا  ن درس خلاصه  یدر ا . شوند  یح م یمتنوع هستند که در درس ساختمان گسسته تشر       
   به فرمیابتدا حل روابط بازگشت. میده یحل را ارائه م

  n n
n n n k n ka c a c a c a b p n b p n... ( ) ( ) ...             1 1 2 2 1 1 2 2  

ipها ثابت هستند و     ibن رابطه   یدر ا . میکن  ی م ی است را بررس   kکه رابطه مرتبه     n(  هـا چنـد     (
id) p درجه   يا  جمله n( p.  است d1 درجه   يا   چند جمله  1( n(  است و   d2 درجه   يا   چند جمله  2(

م کـه  یده ـ یل م ـین رابطه معادله مشخصه تـشک ی حل ايبرا. ز هستندیها متماibهمه در ضمن  ...) 
  :عبارت است از

  d dk k k
kx c x c x c x b x b( ... )( ) ( ) ...

        1 21 11 2
1 2 1 2 0  

 یشکل کل.  وجود داشتx2 و x1ز ی متمایقیشه حق یاگر دو ر  . میابی ین معادله را م   ی ا يها  شهیر
nجواب   n

na x x( ) ( )  1 1 2  وجـود   x3 و   x2 و   x1ز  ی متمـا  یق ـیشه حق یاگر سه ر  .  است 2
 ــ ــکل کل ــت، ش ــواب یداش n ج n n

na x x x( ) ( ) ( )   1 1 2 2 3 ــر ر. 3 ــاگ ــضاعف ی شه م
x x1 ــواب  2 ــکل جـ ــت، شـ n داشـ

na n x( )( )  1 2 ــت1 ــر ر.  اسـ ــاگـ ــه 3شه یـ  گانـ
x x x 1 2 n داشـت شــکل جـواب   3

na n n x( )( )    2
1 2 3 ن ی اســت و بـه هم ــ1

  )شوند یه محاسبه میه به شروط اولها ثابت هستند که با توجi(ب یترت
n یبونــاچی فی رابطــه بازگـشت :مثـال  n nF F F  1 2 ،F 0 F و 0 1 ک رابطــه یــ 1

n یعنی(ن رابطه همگن است     یا.  است 2مرتبه  
i ib p n( ل ی حل، معادله مشخـصه تـشک      يبرا)  ندارد (

xم کــه یدهــ یمــ x  2 1 xن معادلــه یــ ايهــا شهیــر.  اســت0  1 5
1 2

x و   1 5
2 2
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n جـواب    یباشد پس شکل کل ـ     یم n
nF ( ) ( )   1 5 1 5

1 22 2
 و  1افتن  ی ـ يبـرا .  اسـت  

2 میکن یه را اعمال میاول، شروط:  

  
0 0

0 1 2

1 1
1 1 2

1 5 1 5 0
2 2

1 5 1 5 1
2 2

F

F

( ) ( )

( ) ( )

            

  

از معادله اول   1 2  پس 0  2   :میکن ین میگزی که در معادله دوم جا1

  ( ) ( )
 

     1 1 1
1 5 1 5 11

2 2 5
  

پس   1
2 5

  :جهی در نت

  n n n
nF ( ) ( ) (( ) )

  
   

1 1 5 1 1 5 1 5
2 2 25 5

  

n رابطه   :مثال na a n 1   و a 0  حـل ابتـدا دقـت       يبرا. ک و ناهمگن است   ی مرتبه   0
nن رابطه به شکل     ید ا یکن

n na a n( ) 1 b است که    1 1 d و   1 1  پس معادله مشخصه    1
x x( )( )  21 1 ــت0 ــه ر.  اســ ــســ ــساویــ x يشه مــ x x  1 2 3 ــس 1  دارد پــ

n
na n n( )( )    2

1 2 3 از . می ـه داری ـ شرط اول3از به ی ن3 و   2 و   1افتن  ی يبرا. 1
nرابطه  na a n 1 و شرط a 0   : را محاسبه کردa2 و a1توان  ی م0

  a a  2 1 2 a و 3 a  1 0 1 1  
  :میکن ی را اعمال مa2 و a1 و a0حال 

  
a

a

a

( )( )

( )( )

( )( )

                 

0
0 1

1
1 1 2 3

2
2 1 2 3

0 0 1 0
1 1

2 4 1 3
  

ن دستگاه یبا حل ا 1  و 0   2 3
1
2

n پس 
n n

a n
( )

( )


   21
2

  

nT ی با توجه به رابطه بازگشت     :مثال n T n n( ) ( )   4 2 T فقط مرتبـه     2 n(  را بـا    (
  .دیان کنی بنماد 
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   است و به شکل 2ن رابطه ناهمگن مرتبه ی ا:پاسخ
  n nT n T n T n n( ) ( ) ( ) ( ) ( )     0 1 4 2 2 1 1  

bاست پس  1 d و 2 1 b و 0 2 d و 1 2   :ن معادله مشخصه عبارت است ازی بنابرا1
  x x x( )( ) ( )   2 1 24 2 1 0  

   جواب یباشد پس شکل کل ی م1و 1و 2 و 2 و -2ن معادله ی ايها شهیر
  n n nT n n n( ) ( ) ( )( ) ( )( )        1 2 3 4 52 2 1  

اگر  3 nTن رابطه ی مرتبه ا0 n n( ) ( )     . است2
   است؟يا ر از چه مرتبهی تابع زيا زمان اجر:مثال

  f n( )  
  {  

  if n return n( ) ; 1  
  return f n f n n( ) * ( ) ;  1 2  

  }  
Tم و با   یریگ  ی در نظر م   if ي را برابر تعداد اجرا    f تابع   ي زمان اجرا  :پاسخ n( م یده ـ ی نشان م ـ(

Tپـس   n T n T n( ) ( ) ( )    1 2 )T و 1 )0 )T و 1 )1 ن رابطــه ی ـکـه بـا حـل ا   . 1

nT n( ) (( ) )  1 5
2

 است درواقع ییشود که نما ی حاصل م
n

nT n( ) 22   .باشد ی م2
na بـه  na کـه  ی روابط ـیعن ـیم ی را حـل کـرد  ی خطیشتتاکنون روابط بازگ  1 و na 2 و  ...

  .می را ارائه دهیر روابط بازگشتیان مرتبه سایم نحوه بیخواه یحال م. وابسته هست
aد ی فرض کن :Masterه  یقض  bو  1  با توجه بـه  . ک تابع استی f(n) ثابت هستند و 1

n یرابطه بازگشت 
b

T n aT f n( ) ( ) ( )    که n
b

nتواند به شکل      ی م 
b
 
  

nا  ی 
b
 
  

nا  ی 
b

c باشد . 
  :دیآ یش می سه حالت پT(n)افتن مرتبه ی يبرا

اگر : 1حالت 
a
bLogf n O n( ) ( )


 که  0 ثابت است آنگاه 
a
bT n n log( ) ( )   

اگر : 2حالت 
a
bf n n log( ) ( )  آنگاه 

a
bT n f n n n nlog( ) ( ( ) lg ) ( lg )       

اگر  : 3حالت  
a
bf n n log( ) ( )


    که  0         ثابـت اسـت و اگـر n
af cf n

b
( ) ( )  ي بـرا 

cثابت  1 و nبزرگ آنگاه ی به اندازه کافيها T n f n( ) ( ( )) .  
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ان کـرد  ی ـنطور بیه اتوان به زبان ساد ی را مMasterه ی باشد، قضيا  چند جملهf(n) اگر   :توجه

 را با   f(n)که مرتبه   
a
bn logد اگر یسه کنی مقاf(n)داشت آنگاه يشتری رشد ب T n f n( ) ( ( ))  .

ــر  اگ
a
bn logــ رشــد ب ــاه يشتری  داشــت آنگ

a
bT n n log( ) ( ) ــم ــر ه ــاه    و اگ ــد آنگ ــد بودن رش

T n f n n( ) ( ( ) lg )  .  
  : مثال

  n
a T n T n a b f n n O n

log
) ( ) ( ) , , , ( ) ( )


     

4
24 4 2

2
  

 مثلاً يکه به ازا  T درست است پس 1 n n( ) ( )  2  

  n
b T n T n a b f n n O n

log
) ( ) ( ) , , ( ) ( )     

2
22 2

2
  

T برقرار است پس 2حالت  n n n( ) ( lg )    

  n
c T n T n a b f n n n

log
) ( ) ( ) , , ( ) ( )


      

2
22 22 2

2
  

 مثلاً يکه به ازا  nحال شرط .  درست است1
af cf n

b
( ) ( )میکن ی می را بررس:  

  n n
f n cn( ) ( )  

2
2 212 2

2 4 2
  

c مثلاً   يکه به ازا    1
2

T برقرار اسـت پـس        n n( ) ( )  f البتـه چـون      2 n n( )   چنـد  2
  .ستی شرط فوق نیاز به بررسی است نيا جمله

  n
d T n T n n a b f n n n) ( ) ( ) lg , , ( ) lg      2 2

2
  

ــاهراً  nظ nlg از n
n n

lg 
2
ــد ب2 ــ رش ــ دارد و بايشتری ــت ی  ــ3د حال ــد ول ــرار باش  ی برق

n n n
log

lg ( )


  
2
چ  ی ه ي به ازا  2 0  ه  یتـوان از قـض      یپس نم ـ . ستی درست نMaster 

  .کمک گرفت

  n
e T n T n n a b f n n n O n

log
) ( ) ( ) lg , , , ( ) lg ( )


       

4
24 4 2

2
  

 مثلاً يبه ازا  T درست است پس 1 n n( ) ( )  2  


