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  لفؤمقدمه م

تـرین کتـاب طراحـی الگـوریتم بـراي آمـادگی کنکـور         کتاب حاضر پس از چندین بـار ویـرایش جـامع   

ی کـامپیوتر اسـت.   هاي علوم کامپیوتر، مهندسی فناوري اطلاعات و مهندس رشتهو دکتري کارشناسی ارشد 

  ، تألیف شده است.و دکتري هاي کنکور کارشناسی ارشد این کتاب براساس جدیدترین تغییرات منابع و تست

مطالب بسیار مفید و  7تا  1هاي  تنظیم شده است و برخی فصول آن مثل فصلاین کتاب در یازده فصل 

هـا   یاد مطالعه شوند. در پایان برخی از فصلشود با دقت و وسواس ز باشند و توصیه می اي را شامل می ارزنده

پاسـخ را حـل    شـود تمرینـات بـی    تمریناتی گنجانده شده است که پاسخ برخی از آنها آمده است، توصیه می

هاي  البته پاسخ تمامی این تمرینات به همراه تست کنید و یا حداقل صورت این سؤالات را به خاطر بسپارید.

کنم بـراي تسـلط بـه مطالـب حتمـاً       طراحی الگوریتم آمده است که توصیه میبسیار مفید در کتاب نارنجی 

انتشـارات  » هـا  سـاختمان داده «شود کـه کتـاب    و همچنین توصیه میرا مطالعه بفرمایید.  نارنجیهاي  کتاب

هـا و طراحـی    هـاي دروس سـاختمان داده   پوران پژوهش را مطالعه بفرمایید. ایـن دو کتـاب تمـام سرفصـل    

ترین منابع براي داوطلبـان کنکـور کارشناسـی ارشـد و همچنـین بـراي        دهد و کامل ا پوشش میالگوریتم ر

  دانشجویان رشته کامپیوتر هستند.

سعی شده است مطالب بدون اشکال باشند ولی ممکن است اشکالاتی در کتاب مشاهده بفرماییـد و یـا   

کـنم   شما خوانندة گرامـی تقاضـا مـی   شوید، نادرست است. اینجانب از  احساس کنید مطلبی که متوجه نمی

  اشکالات احتمالی را مطرح بفرمایید تا با یکدیگر تبادل نظر کنیم.

همچنین، زحمات مدیر محترم تولیـد،  اند.  دوستان عزیزي در گردآوري این کتاب زحمت فراوان کشیده

بر عهده داشتند، جاي سازي کتاب را  ناپذیر آماده آقاي حسین رحیمی، و نیز خانم خسروي که با دقتی وصف

  تقدیر ویژه دارد.

  1401زمستان  –هادي یوسفی   

  @yousefi_hadi   

  09121788534  
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  مقدمات ریاضی، رشد توابع، نمادهاي مجانبی

  

  

  یاضیمقدمات ر
محاسـبه   ياست. مثلاً برا یاضیم ریمفاه یاز به دانستن برخیها ن تمیالگور یل و بررسیتحل يبرا

  م.یکن یاستفاده مسیگما ها از  از حلقه یبرخ يارتعداد اج

  سیگماخواص 
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 2  تمطراحی الگوری  

|اگر  یدر تصاعد هندس x | 1  وn   آنگاهnx  1   م:یو دار 0
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ک مـدل از  ی ـکمـک گرفـت.    یاض ـیر يتـوان از اسـتقرا   یفوق م يها يساواثبات ت يبراتوجه: 
. حـال  nح یاست راجع به عدد صـح  یحکم P(n)د ین است که فرض کنیچن یاضیر ياستقرا

)pاگر  P(k یدرست P(k) یدرست باشد و از درست 1( )1 جه شود آنگاه ینتP(n)  يبـه ازا 
nح یهمه اعداد صح 1 اثبات حکم  يدرست است. پس براP(n) د سه مرحلـه  یبا استقراء با

  م:یکن یرا ط
)Pم ینشان ده -1   درست است. 1(
  درست است. P(k)م یفرض کن -2
P(kم یثابت کن -3 )1 .درست است  

 یعنی 3 يتساو یدرست :1مثال 
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k (k )2 21

  م:یرم پس دایده یقرار م 4
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  افت.ی يدیجد يها ا انتگرال گرفت و فرمولی) مشتق 5و  4(روابط  یهندس يتوان از سر یمتوجه: 
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حاصل  :2مثال 
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 يا م چنـد جملـه  یدان ـ یاز بـه محاسـبه حـد توابـع هسـت. م ـ     ی ـمواقـع ن  ین درس بعضیدر اتوجه: 
n n

n na x a x ... a
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1 n یوقت 0   باn

na x .هم ارز است  
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   باشد. یم 6

  حاصل جمع يافتن کران برای
ن مشـخص  ییتواند کران بـالا و پـا   یک حاصل جمع می يوجود دارد که برا یمختلف يها کیتکن

م. تـابع  یکن ـ یم ـ يآور ادی ـرا  یو نزول ـ يف تابع صعودیک مهم انتگرال است. ابتدا تعریک تکنی ،کند
y f (x) هرگـــاه اگـــر نـــد یگو يرا صـــعودi j جـــه شـــود ینتf (i) f ( j) مـــثلاً تـــابع .
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ن ی ـن اییاسـت. کـران بـالا و پـا     
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n

k
lnn c

k
 

1

  ثابت است.  cکه  1

در دنباله اگر  توجه:
n

k
k

a



0
kهر  يو برا  0 م یداشته باشk

k

a
r

a
 1  کهr  است  1و  0ن یثابت ب

  افت:ین بالا کرا یهندس ين دنباله با کمک سریا يتوان برا یآنگاه م

  kk
k k k k k

k

a
r a a r a a r a r ... a r

a


         21
1 1 2 0  

  جه:یدر نت
n

k
k

k k

a
a a r

r



 
 

  0
0

0 0 1
  

 يبرا :5مثال 
k

k

k




1 3
  د.یابیکران بالا ب 

kم که از یسینو یم يرا طورسیگما ابتدا  پاسخ: 0 :شروع شود  

(لازم به ذکر است 
n n P

k m k m P
f (k) f (k P)



  
  (  

  
k k

k k

k k 


 


  11 0

1
3 3

  

aجمله اول  0
1
3

2را برابر   rتوان ثابت  یاست و م 
3

  را:یانتخاب کرد ز 

  
k

k
k

k

a (k ) / k
r

a k(k ) /





 

    


2
1

1
2 3 1 2 2 2

3 1 3 31 3
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kن با توجه به یبنابرا
k

a
a

r






 0

0 1
  م:یدار 

  
k k

k k

k k 


 


  


 

1
3

1 21 0 3

1 1
13 3

  

همسـازه   يسـر  يد! مـثلاً بـرا  یک باش ـی ـن تکنی ـمراقب استفاده نادرست از اتوجه: 
k k






1

نسـبت   1

k

k

a k
a k


1
rتوان مقـدار   ینم یک کوچکتر است ولیاز  1 0 kرا ی ـافـت. ز یرا  1

k1   ل ی ـم 1بـه

د ی ـبا rد ی ـدقت کن نادرست است.  kر یمقاد بعضی يد به ازایریدر نظر بگ r يکند و هر مقدار برا یم
kثابت باشد. در واقع 

k
r 1 چ یه يبه ازاr 0 در مورد سري همسازه اگر ایـن   ست.یدرست ن 1

ک عـدد ثابـت محـدود    ی ـهمسازه را به  يد، سریکنک استفاده یتکنشوید و ا زاین  باشتباه را مرتک
  کند. یل میم معادل است و به  Lnnهمسازه با  يم سریدان یم ید ولیکن یم

را در   nتا  2و 1 يها قاً به اندازهیقطعه گوشت دق  n، یک خرس قطبیک زمستان سرد، یدر : 1تست 
کند.  یانتخاب م یها را به صورت تصادف  ن قطعه گوشتیاز ا یکیو هر روز اره کرده است. یذخ يغار

صف گوشت را خورده و نصف نخورد. اگر زوج باشد،  یاگر اندازه گوشت عدد فرد باشد، آن را کاملاً م
رگ، بـز  يهـا   n يرد. بـرا یم یموجود نباشد، خرس م یدهد. اگر گوشت یگر را مجدداً در غار قرار مید

 خرس حدوداً چند روز زنده است؟

1 (n.lg n  2 (n2  3 (n2  4 (n2  
رد فشان زوج و نصف  قطعه، نصف nن یروز خرس زنده است. ا  nحداقل  یعنیقطعه گوشت   n پاسخ:

nشوند. پس خرس  یها نصف م  زوج یشوند ول یده ماست. فردها خور
ن ی ـمانـد. ا  یگر زنده میروز د 2

n
nشان زوج است پس خرس  قطعه گوشت نصف 2

ب تـا  ی ـن ترتیماند و به هم ـ یگر زنده میروز د 4
نکه تعداد قطعات گوشت یا

k
n 

2
زنـده   ي. پـس تعـداد روزهـا   ردی ـو سپس صفر شود و خرس بم 1

  ماندن خرس برابر است با:

  
k

n n n n n
n ... n ... n( ...) n n              

 1
2

1 1 11 2
2 4 2 4 2 4 12

  

  ح است.یصح )3(نه یپس گز
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  تمیلگار
xfتم معکوس تابع توان است. مثلاً یلگار (x)  fآنگاه  2 (x) log x 1

تـر،   عبارت ساده. به 2
baاگر  c  آنگاهc

alog b  ًو بر عکس. مثلاlog 8
2 32را ی ـز 3 ا ی ـ. 8

/
log  1000

0 1 را ی ـز 3

/( ) 30 1 م یس ـینو یرا نم 2ه ین پایهستند و بنابرا 2ه یپا ها در تمین درس معمولاً لگاری. در ا1000
م یکن ـ یم پـس قـرار داد م ـ  یکن ـ یاسـتفاده م ـ  lgاز علامـت   2ه ی ـتم پایلگـار  يو به طور خاص برا
nlog logn lgn 2م یخواه ید می. فرض کنlg  1000 م چـون  یابیرا ب 9 102 1000 پـس   2

lg1000 شود. یم 10است و سقف آن برابر  10و  9ن یب  
علامت    ) سقفceiling و علامت (   ) کفfloor .است (x     ن عـدد  یبرابـر کـوچکتر

xاست و  x يا مساویح بزرگتر یصح   يا مسـاو ی ـح کـوچکتر  ین عدد صحیبرابر بزرگتر x    .اسـت
/مثلاً    2 5 /و  2   2 5 ا یو  3       3 3 3.  

  تم عبارتند از:یخواص لگار یبرخ

  
a
bab a b a b

c c c c c clog log log log log g) ) lo   1 2  

  
m

n

a
a a a c

b b bb
c

logm
log log lo

og
) g

n
)

l
 3 4  

  
a
bloga

b b
a

log b) a)
log

 5 1 6  

  
b a
c clog log a b a

b c ca b l) ) og log log  7 8  
  د:یر را نشان دهیز يها يتساو :6 مثال

  lg n lg n lg lg n lg nn (lgn) na) b) c) n  
1

22 4  

  lg nlg nlg n lg nd) e) f )n ( ) n n  
2

22 2 2  
  م:یکن یم را ذکر میکن یکه استفاده م یشماره خواص پاسخ:

a( 5ت یطبق خاص ،nlog
lg n

 nlogn، 6ت یق خاصو طب 21 
2

2.  

b( در 7ت یطبق خاص ،lg lg nn يتوان جا یم n   وlg n  را عوض کرد پسlg lg n lg nn (lg n).  
c( را با  4توان  ی، م7ت یطبق خاصn  ض کرد پس یتعوlg n lgn n 4 24.  
d( را با  2توان  یم ،7ت یطبق خاصn  ض کرد پس یتعوlg n lgn n 22.  
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e( lg nlg n lg n lg n( ) n n    
11 1 122 2 22 2 2 2  

f( توان گفت  یم 6ت یطبق خاص
x
nlogx n :پس  

  
lg n

lg nnn
lg nlg n lg n loglogn n n

  
2 122 22 22  

  lg n lg n
lg n

n n


 

1 222
  

  (Growth of functions)رشد توابع 
  n  )nها بـر حسـب    تمیالگور يم، زمان اجرایبزرگ کن یلیرا خ  n یم وقتیکن یم بررسیخواه یم

م که بتوان رشد توابـع  یارائه ده يم ابزاریخواه یشود. م یاد میتم است) چگونه زیالگور ياندازه ورود
اد ی ـا زی ـکـم   یتمیالگـور  يم که مثلاً زمـان اجـرا  یص دهیسه کرد و بر اساس آن تشخیرا با هم مقا

  است.
lgو   nتوابع  :7مثال  n  وn2  وn.lg n  وn2  وn3 د.یش رشد مرتب کنیب افزایرا به ترت  
  ها آمده است. n یبرخ يه ازان توابع بیدر جدول مقابل مقدار ا پاسخ:
nlgن توابع به صورت یب رشد ایترت n n n lg n n n    2 3  n3د تـابع  ی ـاست. توجه کن 2

nتا   مواقـع   یل ـیص رشـد خ یتشـخ  ير است. براشتیب n2رشد  یدارد ول يشتریمقدار ب n2از تابع  8
  ک تابع مشخص شود.یک نقطه به بعد ممکن است رفتار یانجام داد. چون از  يتوان عددگذار ینم

  

n

n

lg n

n

n lg n

n

n

2

3

1 2 4 8 16 32

0 1 2 3 4 5
1 2 4 8 16 32
0 2 8 24 64 160

1 4 16 64 256 1024

1 8 64 512 4096 32768

2 2 4 16 256 65536 4294967296

  

  د.یسه کنیرا با هم مقا n22و  n2رشد دو تابع  :8مثال 
 ین معن ـی ـبه ا یشتر است (دو برابر است) ولیب n2از  n22، مقدار تابع nهر مقدار  يازا به پاسخ:

ب ثابـت در رشـد   یضـر  یعنیهستند ن دو تابع هم رشد یشتر است. ایب n2از  n22ست که رشد ین
   ندارد. يریتاث

  تابع
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fسه رشد دو تابع یمقا يک روش برای (n)  وg(n) اسـت. حـد نسـبت     يری، استفاده از حـدگ
f (n)
g(n)

n یوقت    رشد  یعنیاگر برابر صفر شدg(n) شتر است. اگر یب  رشـد   یعن ـیشد
f (n) شتر است و اگر عدد ثابت یبk 0  هم رشد هستند: یعنیشد  

fرشد    (n)  ازg(n) ت.شتر اسیب   
n

f (n)
lim

g(n)
k




 
  

0

0
  

fرشد  :9مثال  (n) lg n  وg(n) n د.یسه کنیرا با هم مقا  

0م اگر حد مبهم یدان یم و میکن یاز حد استفاده م پاسخ:
0

ا ی 


ل کمـک  تـا یتـوان از هوپ  یشود م 

f یعنیگرفت  (n) f (n)
lim lim

g(n) g (n)





برابـر   n. در ضمن مشتق 

n

1
2

nاسـت. و مشـتق    
alog 

برابر 
n.ln a

  است پس: 1

مبهم  
n n

f (n) lg n
lim lim

g(n) n 


 


  

  
n n n n

f (n) nn.lnlim lim lim lim
g (n) ln n ln n

n
   


    

  

1
2 22 01 2 2

2

  

lgپس رشد  n  ازn .کمتر است  

nfرشد  :10مثال  (n) log ng(n)را با  3 log   د.یسه کنیمقا 4

aم یدان یم و میریگ یاز حد کمک م پاسخ:
b

ln a
log

ln b
 :پس  

  
n

nn n

ln n
log lnlnlim lim log

ln n lnlog
ln

 
   43

3
4

43 0
3

4

  

  هم رشد است. nlog4با  nlog3ن یبنابرا
} یع ـیم دامنـه توابـع اعـداد طب   یکن یلازم به ذکر است که ما فرض م , , , ,...} 0 1 2 3   .اسـت

}منابع  ید در برخی(توجه کن , , ,...} 1 2 3 ن درس، ی ـن توابـع در ا یچن ـشـود) و هم  یف م ـی ـتعر
f یعنیمثبت هستند  (n) 0متناوب باشند. یا حتی یا نزولی يتوانند صعود ی. البته توابع م  

f (n) باg(n) .هم رشد است  

fرشد  (n)  ازg(n) .کمتر است  
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رشد  :11مثال 
n

f (n)  2
و  1

n
g(n)    د.یسه کنیرا با هم مقا 1

رشد  پاسخ:
n2
از  1

n

  کمتر است: 1

  n

n n n
n

f (n)
lim lim lim

g(n) n  
   

2
1

1
1 0  

nfرشد  :12مثال  (n) 
1
ng(n)را با  22 

1
  د.یسه کنیمقا 2

  هم رشد هستند چون حاصل حد عدد ثابت مخالف صفر است: پاسخ:

     
n

nn
lim


  

1
2

1

0

0
2 2 1

22
  

  د هستند:یار مفیرشد توابع بس یم که در بررسیکن یرا مطرح م ینکاتدر ادامه 
 يرشد کمتر n22د یهم رشد است. دقت کن n4با  n2در رشد ندارد مثلاً  يریب ثابت تاثیضر -1

fتابع  یعنیدارد.  n42از  (n)  باc.f (n)  کهc   ،است. رشد همثابت  
aعدد ثابت هستند و  a,bشتر است که یب bnاز  anرشد تابع  -2 b ًمـثلا . n3  ازn2   رشـد

n1/ا رشد یدارد.  يشتریب n0/از رشد  2   شتر است.یب n2از  n1ا رشد یشتر است. یب 5
aعدد ثابت هسـتند و   a,bشتر است که یب nbاز  naرشد  -3 b   مـثلاً رشـد .n2  ازn

/( )1 5 
nا رشد یشتر است. یب

/( )0 nاز  9
/( )0   شتر است.یب 8

aکه  یبه شرط bnاز  naرشد تابع  -4 ,b  ثابت وa 1ییشتر است. مثلاً رشد تابع نمای، ب n2 
nا رشد یشتر است. یب n200 يا ملهاز رشد تابع چند ج

د ی ـشتر است. دقت کنیب n4از رشد  11/
nرشد 

/0 nکمتر است. چون  n2از  9
/0   است. يصعود n2و است  یتابع نزول 9

bاز  anرشد  -5 b(lg n) lg n  کهa , b  ثابت وa 0شتر اسـت. مـثلاً   ی، ب/n n0 رشـد   5
lgاز  يشتریب n20 .دارد  

aرشد  -6 a(lg n) lg n  ازb b(lg lg n) lg lg n  کهa  وb   ثابت وa 0شتر اسـت. مـثلاً   ی، ب
lg n  ازlg lg n5 دارد. يشتریرشد ب  

nرشد  -7
alog  باn

blog  کهa,b 1  ،کسان است. مثلاً یثابتnlog3  باnlog4    .هم رشـد هسـتند
مثل  ید تابعیدقت کن

/

nlog0 ن یم پس چنیکن یم یدارد و ما توابع مثبت را بررس یر منفیمقاد 2
  ست.ین اصلاً مورد بحث یتابع
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  شتر است.یب !nاز  nnرشد  -8
n.lgبا  lg(n!)تابع  -9 n .هم رشد است  

fاگر  -10 (n)  وg(n) باشند و  يصعودlg(f (n))  ازlg(g(n)) داشته باشد آنگاه  يشتریرشد ب
f (n) از g(n) دارد. مثلاً رشـد   يشتریرشد بnf (n) lg n  ازlg ng(n) n شـتر اسـت   یب

lg(fرا یز (n)) n .lg lg n  ازlg(g(n)) lg n   دارد. يشتریرشد ب 2
fاگر رشد  -11 (n)  ازg(n) شتر باشـد آنگـاه رشـد    یبlg(f (n))   از رشـدlg(g(n)) ا ی ـشـتر  یب

  )يتوابع صعود  gو  f( است. يمساو
  د.یم دیرا خواه 9د. اثبات ید از حد استفاده کنیتوان یم 8تا  1اثبات  يبراتوجه: 

  د.یش رشد مرتب کنیب افزایتوابع هر قسمت را به ترت :13 مثال

a(     n
lg n

n
f n , f lg n ,f , f , f lg(n!) ,f n     

1
3 2 2

1 2 3 4 5 6
3 2
2

  

b(    lg n n lg nf ,f e , f (n )! , f lg n ,f     1 2 3 4 54 2 2  
c(    (lg n lg lg n)f ,f n lg n  2 3

1 24  
d(    n

/f n! , f ( ) , f n   1000
1 2 31005  

e(    
n

n n nf , f e ,f e , f e    22
1 2 3 42  

f(   /n n
f n(log ) ,f n , f lg n ,f

lg n
   1 24

1 3 2 3 4  

  پاسخ:

a( م یدان یمlg nn 
1

lgو  2 n! n.lg n )" " هم رشد هستند) پس: یعنی  
  f f f f f f    6 2 5 1 3 4  

b(lg n n lgو  24 n n2  پسf f f f f   4 5 1 2 3  
c( f1  وf2 م:یکن یرا ساده م  

  lg n lg lg n lg n lg lg n lg lgf n (lg n) n .lg n     4 4 2 2
1 4 4 4   

  f n lg n n (lg n ) n lgn n lg n
     
 

3
2 3 2 3 2 2 3

2
1
2

  

  دارد. يرشد کمتر f2از  f1جه یدر نت
d( دارد پــس  يل رشــد کمتــریــاز فاکتور ییو نمــا ییاز نمــا يا نکــه چنــد جملــهیبــا توجــه بــه ا

f f f 3 2 1.  
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e( ne  ازne2 دارد و هر دو از  يرشد کمتر
n

e دارنـد و   يرشـد کمتـر   n2و  2
n n

e e2  و

eچون   پس  2
n

ne 2 fجه ی، در نت2 f f f  3 2 4 1.  

f( سه یمقا يبراn

lg n
lgو   n که نیبا توجه به اlg n n2 ن را بـه  یپس طرفlg n م یم کن ـیتقس ـ

nم یدار
lg n

lg n
به راحتی قابل بررسی هستند:ر توابع ی. سا f f f f  3 4 1 2.  

  گ استار)(لُ lgتابع 
lg n د از یکه با يبرابر است با تعداد بارn  ا ی ـ 1م که حاصـل برابـر عـدد    یریبگ 2ه یتم پایلگار
lgشود. مثلاً  1کمتر از  16  1م، حاصـل برابـر   یری ـبگ 2ه ی ـتم پایسـه بـار لگـار    16ا اگر از ریز 3

lg)شود.  یم lg lg )16   د:ی. به چند نمونه دقت کن1

lg , lg lg , lg lg , lg lg , lg              2 4 16 655362 1 2 4 2 2 16 3 2 65536 4 2 5  
lg n یکه تـاکنون معرف ـ  ياز تمام توابع صعودتابع ن یز. رشد ایار ناچیاست با رشد بس یتابع 

  م کمتر است.یکرد

  د.یش رشد مرتب کنیب افزایتوابع هر قسمت را به ترت :14مثال 

a(   
nlg n lgnf n ,f ,f n! ,f , f ( )

 
    

12 2
1 2 3 4 52 2 2  

b(  n n lg lg nf , f lg n ,f lg lg n ,f n. ,f lg n ,f lg n ,f n      1 2 3 4 5 6 72 2  

c(  
n

n lgnf n ,f , f lg n ,f lg n ,f n.lg n ,f n        
 

2
1 2 3 4 5 6

3 2 2
2

  

  پاسخ:

a(   lgnlg n lg n n.  
1
22 2 2  

ــرا ــه یمقا يبـ سـ
n122  ــا ــ، از ا!nبـ ــاریـ ــابع لگـ ــریتم بگین دو تـ د. یـ

n nlg
 
12 12 و  2

lg n! n.lg n  و چونn12 از  يشتریرشد بlg n!  دارد پس
n122 از  يشتریرشد بn! د:راد  

  f f f f f   2 5 1 3 4  
b(    f f f f f f f     6 3 5 2 7 1 4  
c(    f f f f f f    4 3 1 5 6 2  



 12  تمطراحی الگوری  

  asymptotic notations ینبمجا ينمادها
شـود کـه    یاسـتفاده م ـ  یبمجـان  يها از نمادهـا  تمیالگور یا حافظه مصرفیان زمان اجرا یب يبرا

o,عبارتند از  , , ,O  تـر آن   قیف دقیم و سپس تعریکن یف مین نمادها را به زبان ساده تعری. ا
  م.یکن یان میرا ب

fم تــابع  ییگــو  :O  (big-oh)نمــاد  (n)  از مرتبــهO    تــابعg(n)  ســم  ینو یو مـ ـ اســت
f (n) O(g(n)) ا یf (n) O(g(n))  هرگاه رشد تابعf (n)  از تابعg(n)   يا مسـاو ی ـکمتـر 

nباشـــد. مـــثلاً  n O(n )  2 23 2 nرا یـــز 4 n 23 2 ا یـــهـــم رشـــد اســـت.  n2بـــا  4
nn lg n O( ) 2 nرا یز 2 Lgn2 از  يرشد کمترn2 .دارد  

fم تـابع  ییگـو :  (big omega)نمـاد   (n)   از مرتبـه   تـابعg(n)  م یس ـینو یاسـت و م ـ
f (n) (g(n))  ا یf (n) (g(n))  هرگاه رشد تابعf (n)  از تابعg(n) يا مسـاو ی ـشتر یب 

ــثلاً   ــد. م nباش n ( n )  2 23 2 4 ــز 5 nرا ی n 23 2 ــا  4 ــت.    n25ب ــد اس ــم رش ــه ا ی
n n (n)  23 2 nرا یز 4 n 23 2 n یدارد. ول ـ يشـتر یرشد ب  nاز  4 n (n ) 2 33 2 

nچون  n23   دارد. n3از  يرشد کمتر 2
fم تابع ییگو(تتا):  نماد  (n)  از مرتبه  تابعg(n) م یس ـینو یاست و مf (n) (g(n))  

fا ی (n) (g(n))  هرگاهf (n)  وg(n)  ًهم رشد باشند. مثلاn n ( n )  2 23 2 4 چـون   5
n n 23 2 nا ی ـهم رشد اسـت.   n25با  4 n nn. n ( )  2 3 nچـون   3 nn. n 2 بـا   3

n3 دارد برنـده اسـت. و    يشـتر یکه رشـد ب  یتابع، تابع يد در جمع تعدادیهم رشد است. دقت کن
  برنده است. n3دارد پس  يشتریرشد ب  nو از  nn.2از  n3چون 

fم تابع ییگو: small oh)ا ی (o little ohنماد  (n)  از مرتبهo   تابعg(n) م یس ـینو یاست و م ـ
f (n) o(g(n)) ــ fا یـ (n) o(g(n))  ــاه رشـــد fهرگـ (n) از g(n)  ًــثلا ــر باشـــد. مـ کمتـ

n n o(n )  2 33 2 nچون رشد  4 n n 23 nا ی ـکمتـر اسـت.    n3از  2 nn. n o( ) 2 3 
.nnچون رشد  n2  ازn3 یت. ولکمتر اس n n o(n )  2 23 2 nچون رشد  4 n 23 2 4 

  ست.یکسان است و کمتر نی n2با 
fم تـابع  ییگو : (small omega)نماد  (n)   از مرتبـه   تـابعg(n)  م یس ـینو یاسـت و م ـ

f (n) (g(n))  ا یـ ـf (n) (g(n))   هرگــاه رشـــدf (n)  ازg(n) شــتر باشــد. مـــثلاً   یب
n n ( n) 23 2 nرا رشد یز 5 n23 nا ی ـشتر است. یب n5از  2 lg n (lg n)  چـون   2

nرشد  lg n  باn کسان است که از یlg n2 ا ی ـشتر اسـت.  یبn lg n (lg n)  ـ   یول
n lg n ( n ) .  
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lognfتوابع : 2تست  (n)  logو  4 ng(n) (log n)  وh(n) log n د. کدام یریرا در نظر بگ 2
 )85 یهوش مصنوع ی(تخصص  ح است؟یر صحیز  هاي ک از گزارهی

1 (f (n) O(g(n)) , f (n) (h(n))   
2 (g(n) (h(n)) ,h(n) (f (n))   
3 (f (n) (h(n)) ,g(n) (f (n))   
4 (h(n) O(g(n)) , f (n) (g(n))   
lgنکه یبا توجه به اپاسخ:  n lg lg n lg n(lg n) n , n  lgاز  n2و چـون   24 lg nn   يرشـد کمتـر 

lgاز  2دارد (چــون  lg n دارد) پــس  يرشــد کمتــرf (n) O(g(n)) ــ g(n)ا ی (f (n)) از .
lgدارد (چون  يشتریرشد ب h(n)از  g(n) یطرف n  و همچنـین  دارد)  يشتریرشد ب 2ازn2  از

lg n2 ب رشدها یترترد پس رشد بیشتري داh f g  ح است.یصح 1نه یاست که گز  

 )84وتر ی(علوم کامپ  ح است؟ینه صحیکدام گز: 3تست 

1 (n lg n O(n ) ,  3 3 0  2 (n O(lg n)  

3 (n O(n.lg n) ,   1 0  4 (n
n O

lg n

    

2
2  

lgاز  n میدان یمپاسخ:  n هر  يدارد (به ازا يشتریرشد ب 0 پس اگر در .(n3  د ی ـضـرب کن
n 3  ازn lg n3 رشـد   ح اسـت. یصـح  1نه ین گزیدارد بنابرا يشتریرشد بn  ازlg n شـتر  یب

nاست. رشد  1  ازn.lg n شتر است یب( ) 0 و رشد .n2  ازn
lg n

  ر است.شتیب 2

 )81وتر ی(علوم کامپ  ح است؟یکدام عبارت صح: 4تست 

1 (
n

i
i O(n )


 2 3

0
    2 (n nO( )3 2  

3 (n lg n O(n )2 2  4 (n
(n )

lg n
 

2
2  

م یدان یمپاسخ: 
n

i

n(n )( n )
i (n )



 
   2 3

1

1 2 1
6

 n2از n3رشـد   ح اسـت. یصح 1نه یپس گز 

nشتر است. رشد یب .lg n2  ازn2 شتر است. رشد یبn

lg n

2
  کمتر است. n2از  
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  نکات و خواص نمادها
  ن توابع را مشخص کرد:یرابطه ب توان با حدگرفتن یم: يریحدگ -1

  
n

f (n) f (n) o(g(n)) f (n) O(g(n))
f (n)

lim f (n) f (n) (g(n)) f (n) (g(n))
g(n)

k f (n) f (n) (g(n))


    
      
    

0

0
  

fد اگر یتوجه کن (n) o(g(n))  آنگاهf (n) O(g(n)) ح ین مطلب صحیلزوماً عکس ا یول
fرا اگر رشد یست. زین (n)  ازg(n) وان گفت رشـد  ت یکمتر باشد مf (n) از g(n) ا ی ـا کمتـر  ی ـ

fاگر رشد  یاست. ول يمساو (n)  يا مساویکمتر g(n) توان گفت رشد  یباشد نمf (n)   کمتـر از
g(n) اگـر  ب ین ترتیاست. به همf (n) (g(n))   آنگـاهf (n) (g(n)) ـ  نـه لزومـاً بـر     یول
 عکس.

f) :يریگ ممیماکز -2 g)   با(max(f ,g))  ًبرابر است. مثلا(n n) 2 n)با  2 )  يمسـاو  2
O(fب ین ترتیاست. به هم g)  باO(max(f ,g))  و(f g)    بـا(max(f ,g))   برابـر

  است.
ــاب -3 ــ یبازت ــا): ی(انعکاس ــتند   و  و  O ينماده ــاب هس ــیبازت f یعن (n) (f (n))  و

f (n) O(f (n)) و f (n) (f (n)) ولی f (n) o(f (n))  وf (n) (f (n)).  
fاگـر   ین ـعیمتقـارن اسـت    فقط نمـاد  : یتقارن -4 (n) (g(n))   آنگـاهg(n) (f (n))  و

  عکس.بر
fاگر : (transpose symmetric)ترانهاده  یتقارن -5 (n) O(g(n))  آنگاهg(n) (f (n)) 

fو برعکس. و اگر  (n) o(g(n))  آنگاهg(n) (f (n)) .و برعکس  
fدارنـــد. اگـــر  يت تعـــدیهمـــه نمادهـــا خاصـــ: (transitive) يتعـــد -6 (n) (g(n))  و

g(n) (h(n))  آنگاهf (n) (h(n))نماد  ي. بجا يتوان نمادها یم ,o, ,O    قـرار
  داد.

fدو تــابع دلخــواه بــه شــکل   gو  fد یــفــرض کن: 5تســت  ,g :  د: یــ. بعــلاوه فــرض کن

n

f (n)
lim

g(n)
  82(ساختمان داده   ح است؟ینه صحیکدام گز( 

1 (f (n) O(g(n) ,g(n) (f (n))   
2 (g(n) O(f (n)) , f (n) O(g(n))   
3 (f (n) (g(n)) ,g(n) (f (n))   
4 (f (n) (g(n)) ,f (n) (g(n))   

  رشدg(n)رشد
  رشدg(n)رشد
  رشدg(n)رشد
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fت است پس رشـد  ینها یچون حاصل حد برابر بپاسخ:  (n) شـتر اسـت پـس    یبf (g) ـ   یول
f (g)توان گفت  ی. مf (g). ح است.یصح 4نه یگز  

 )80وتر ی(علوم کامپ  ت؟نه درست کدام اسیگز: 6تست 

1 (f (n) O(g(n)) ,h(n) (g(n)) f (n) (h(n))     
2 (f (n) (g(n)) ,g(n) O(h(n)) h(n) O(f (n))     
3 (f (n) (g(n)) ,h(n) O(g(n)) f (n) (g(n))     
4 (f (n) (g(n)),g(n) (h(n)) f (n) (h(n))     

f، 1نه یدر گز پاسخ: g  (منظور رشد توابع است) وh g جه گرفـت  یتوان نت ین دو نمیاز اf   و
h .هم رشد هستند  

f، 2نه یدر گز g  وg hجه گرفـت  یتوان نت ین دو نمی. از اh f  تـوان گفـت    یبلکـه م ـ
f h یعنی f O(h)منظور از) .  هم رشد هستند) یعنی  

f، 3نه یدر گز g  وh gجه گرفت یتوان نت ین دو می. از اh f جه گرفت یتوان نت یو نمf g.  
f، 4نه یدر گز g  وg h جه گرفت یتوان نت یکه مf hح است.یصح 4نه ی.پس گز   

ــتراك: -7 ــر  اش fاگ (n) O(g(n))  وf (n) (g(n))  ــاه fآنگ (n) (g(n)) ــع . در واق
O(f یعنیاست  برابر  O,اشتراك  (n)) (f (n)) (f (n))  .  

o(fاشتراك  اشتراك: -8 (n))  با(f (n)) است:  یبرابر تهo(f (n)) (f (n))  .  

O(n :15مثال  n)و  2( )   هستند؟ یشامل چه توابع 2
O(n پاسخ: f. در واقع n2 يا مساویبا رشد کمتر  یتوابع یعنی 2( O(n ) از رشـد   fرشـد  اگر  2

n2  باشــد.  يا مســاویــکمتــر(n ) ــا رشــد ب یعنــی 2 ــابراn2 يا مســاویــشــتر یتوابــع ب ن ی. بن
O(n ) (n )2 2 یعنی (n ) O(nد ی. دقت کن2 شـمار تـابع    یک مجموعه است که شامل بی 2(

ت اسـتفاده  یاست. پس بهتـر اسـت از علامـت عضـو     يا مساویکمتر  n2ن توابع از یاست که رشد ا
nم ییشود. مثلاً بگو O(n )2 nنه  22 O(n )2 درسـت   يهـر چنـد اسـتفاده علامـت تسـاو      22

nتوان نوشت  یاند پس هم م رفتهیمراجع آن را پذ یست ولین O(n )2 n هم و 22 O(n )2 22.  

  یمجانب ينمادها یاضیف ریتعر
  م:یف کنیتعر يتر قیم نمادها را به طور دقیخواه یم. میدان یمفهوم نمادها را اکنون م

fتابع  :Oنماد  (n)  از مرتبهO(g(n))       است هرگـاه بتـوان اعـداد بزرگتـر از صـفرn0  وc  را
nح یاعداد صح ههم يافت که به ازای يطور n fم ی، داشته باش0 (n) c.g(n):  

  c,n , n n : f (n) c.g(n)    0 00  
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nمثلاً  n O(n )  2 24 2 nرا یز 3 n cn  2 24 2 cمثلاً  يبه ازا 3  5 )c تواند هـر   یم
n يا مســاویــشــتر یب يهــا n يبــرا يباشــد) نامســاو 4عــدد بزرگتــر از  0 ا یــبرقــرار اســت. و  3

n n O(n)  24 2 n يرا نامساویز 3 n cn  24 2  يرا هـر مقـدار    cرا ی ـسـت. ز یبرقرار ن 3
nبه بعد  n0 ک نقطهیم، از یانتخاب کن n 24 2 از  2شود چون تابع درجـه   یبزرگتر م cnاز  3

fشـود کـه    یمشخص م یاضیف رین تعریدارد. در واقع با ا يشتریرشد ب 1درجه  (n) O(g(n)) 
fرشد  یعنی (n)  از رشدg(n)  است. يا مساویکمتر  

fم ییگو :نماد  (n) (g(n)) :هرگاه  
  c,n , n n : f (n) c.g(n)    0 00  

، n0 يبزرگتـر مسـاو   يهـا n ههم ـ يافت که به ازای يرا طور n0و   cبتوان اعداد مثبت  یعنی
ــاو f ينامسـ (n) c.g(n)   ًــثلا ــد. مـ ــرار باشـ nبرقـ n (n )  2 24 2 ــز 3 ــاویـ  يرا نامسـ

n n cn  2 24 2 cمثلاً  يبه ازا 3  شتر برقـرار  یب n0از  يهاn ههم يبرا یمثبت n0و هر  4
  است.

fم ییگو : نماد (n) (g(n)) :هرگاه  
  c ,c ,n , n n : c g(n) f (n) c g(n)     1 2 0 0 1 20  

nمــثلاً  n (n )  2 24 2 ــز 3 cرا ی n n n c n   2 2 2
1 24 2 ــه ازا 3 ــثلاً  يب cم 1 و  4

c 2 nو  5 0   شتر برقرار است.یب n0از  يها nهمه  يبه ازا 3
fم ییگو:  oنماد  (n) o(g(n)) يهرگاه نامساو f (n) c.g(n) همـه   يبه ازاc  مثبـت   يهـا
(c )0  مقدار ک یازn0 :به بعد برقرار باشد  

  c , n , n n : f (n) c.g(n)      0 00 0  
هـا و  c یبرخ ـ يشود به ازا یگفته م  Oن است که در یا  Oبا   o یاضیف رید تفاوت تعریتوجه کن

nها. مثلاً  cهمه  يه ازاشود ب یگفته م  oدر  n o(n ) 2 n يچون نامسـاو  22 n cn 2 بـه   22
c يازا  1

ــرار ن 2 ــه   یبرق ــت ک ــر اس ــه ذک ــت. لازم ب fس (n) c.g(n) ــ ــکل   یرا م ــه ش ــوان ب ت

f (n) c.g(n) ز نوشت. مثلاً ینn n cn 2 c يز بـه ازا ین 22  1
سـت. در واقـع در   یبرقـرار ن  2

fتوان  یم oو   O یاضیف ریتعر (n) c.g(n) ا یf (n) c.g(n) ن اسـت کـه   ینوشت و مهم اO  
  ها. cهمه  يد به ازایگو یم  oها و  c یبرخ يد به ازایگو یم
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nا یآ :16ال مث n o(n ) 2   درست است؟ 32
nرا یبله. ز پاسخ: n c.n 2 nا ی 32 n c.n 2 cر یهمه مقاد يبه ازا 32 0  ک یازn0  به بعد

  برقرار است.
fم ییگو :نماد  (n) (g(n)) :هرگاه  

  c , n , n n : f (n) c.g(n) or f (n) c.g(n)       0 00 0  
fدهد که رشد  یف نشان مین تعریا (n)  ازg(n) شتر است.یب  

fهر دو تـابع   يتوان ادعا کرد به ازا یا میآ :17مثال  (n)  وg(n)   همـوارهf (n) O(g(n)) ا ی ـ
f (n) (g(n)) )ا هر دو)؟ی  

متنـاوب لزومـاً     توابـع مـثلاً   یبرخ ـ يبرا ین جمله درست است ولیاکثر توابع ا يهر چند برا پاسخ:
ــت ن ــثلاً یدرس ــت. م ــرض کن  س ــف fد ی (n) n  وsin ng(n) n   ــ1 ــال بررس ــ ی. ح ــ یم م یکن

f (n) O(g(n)) يرا نامساوینادرست است ز sin nn c.n  sinکـه   یمواقع يبه ازا 1 n یمنف ـ 
)شــود  یمــ sin n )  1 fنادرســت اســت.  0 (n) (g(n)) ــنادرســت اســت ز  يا نامســاوری

sin nn c.n  sinکه  یمواقع يبه ازا 1 n شود. یمثبت م( sin n ) 0   نادرست است. 1
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  خلاصه فصل
  ن گرفت:اتو یکه م يا جهین نتیتر م و مهمیکرد یرا بررسسیگما خواص  -1

  P P P P P P
n

k
k ... n n (n ) (P )

P
 


      

 1 1

1

11 2 0
1

  

  د.ی، انتگرال قرار دهسیگما يبجا یدتوان ین رابطه میا یستدرك در يکه برا

 )کیهمسازه (هارمون يسر -2
n

k k


1

lnاست که با  1 n پس  ،معادل است
n

k
(lg n)

k
 

1

را ی ـ. ز1

  هم رشد هستند. یه ثابتیها با هر پا تمیلگار

 یهندس يسر -3
n

n x
x x .... x

x


    



1
2 11

1
nکه اگر     و| x |1 جه یتوان نت یم

xگرفـــت  x ...
x

   


2 11
1

شـــود  یجـــه مـــید نتیـــرین مشـــتق بگیو اگـــر از طـــرف 

x x ...
( x)

   


2
2

11 2 3
1

ز ی ـن يگرید يها فرمول يریگ ا انتگرالی يریگ توان با مشتق یم 

  افت.ی
aشد. یتم بررسیخواص لگار -4

blog c یعن ـی ca b  داد شـد کـه   و قـرارnlog2  راlog n ا ی ـ
lg n م.یسیبنو  

ثابـت   aر نوشـت:( یف را به شکل زتوابع معرو ب رشدیتوان ترت یم و میکرد یرشد توابع را بررس -5
  مثبت)  

  * a a... lg n lg lg n lg n n n.lg n n n ...
nn

          2 3
2

1 1 1  

  n n n... ... n! n    2 3  
lg*(تابع  n د از یکه با يبرابر است با تعداد بارn  ا ی ـک یم که حاصل برابر یریبگ 2ه یتم پایلگار

  کمتر شود.)
fسه رشد یمقا يبرا -6 (n)  باg(n) توان از حد استفاده کرد. اگر حـد   یمf (n)

g(n)
n یوقت ـ   

fشـود رشـد    شتر است. اگر یب g(n)برابر صفر شود، رشد  (n) ن ی ـر ای ـشـتر اسـت در غ  یب
  صورت هم رشد هستند.
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  ر است:یتوان گفت مفهوم نمادها به شکل ز یشدند و م یبررس یمجانب ينمادها -7
fرشد gرشد    (n) O(g(n)) f   
fرشد gرشد    (n) (g(n)) f   
fرشد gرشد    (n) (g(n)) f   
fرشد g رشد    (n) o(g(n)) f   
fرشد g رشد    (n) (g(n)) f   

, ينمادها يبرا -8 ,   د:یر را کشیز توان شکل یم  
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  نیتمر
  د:یابیر را بیت زاحاصل عبار -1

  k

k
( k )xc)




 2

1
2 1  

n

k
b ( k ))




1
2 1  

n

k k(k )
a)



 
1

1

1
1

  

  
n

k k
f )



  
 

 22

11  
n

k

k
( )e)




1
2 4  

k
k

(k )
d)








0

1
2

  

kد ینشان ده -2

k

x( x)
k x

( x)









 2

30

1
1

| يبه ازا  x | 0 1.  

د ینشان ده -3
n

k
ln( n ) c

( k )
 




1

1
2 1

  ثابت است. cکه  

د ینشان ده -4
n

k k
 21

  شود. یک ثابت محدود میبه  1

rد.یابین کران را بیر، بهتریز يها وعممج يبرا -5 0  وs .ثابت هستند  

  
n

r s

k
k gc l k)




1
  

n
s

k
lg kb)




1
  

n
r

k
ka)




1
  

lgد یثابت کن -6 n! (n.lg n)  د ینشان ده یعنیlg n!  باn lg n .هم رشد است  
  د.یان کنیرا ب یط درستیا شراید و یکن یر را بررسیز يها  گزاره یا نادرستی یدرست -7

a(  اگرf (n) O(g(n))  آنگاهf (n) g(n)O( )2 2  
b( اگر f (n) o(g(n))  آنگاهf (n) g(n)o( )2 2  
c(  اگرf (n) O(g(n))  آنگاهlg f (n) O(lg g(n))  براي)n    هاي به انـدازه کـافی بـزرگ

Lg(g(n)) 1  وf (n) 1(  
d( f (n) O(f (n)) 2  
e(   nf (n) f 2  
f( f (n) O(f (n)) (f (n))   
g( O(f (n)) (f (n))  باo(f (n)) است. يمساو  
h( f (n) g(n) (min{f (n),g(n)}    
i( max{f (n),g(n)} (f (n) g(n))    

fا تابع یآ -8 (n) lg n !     ا وجـود دارد تـابع   ی ـآ یعن ـی  اسـت؟  يا  محدود به چند جملـهan )a  
fثابت) که رشد  (n)  ازan  باشد؟ يا مساویکمتر  
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fا تابع یآ -9 (n) lg lg n !    است؟ يا  محدود به چند جمله  

fند یگو -10 (n) (g(n))
 ) ـ یرا بخوان  cک ی ـحـداقل   ياگـر بـه ازا   ت)ی ـنها ید امُگـا ب 0 ،

f ينامساو (n) c.g(n) شمار  یب يبه ازاn  يتوان ادعا کرد بـه ازا  یا میح، درست باشد. آیصح 
fهر دو تابع  (n)  وg(n)  از دو عبارت  یکیحداقلf (n) O(g(n)) ا ی ـf (n) (g(n))


 

  ح است؟یصح

  است؟ يدعمت ا یآ -11

k.lnد اگر ینشان ده -12 k (n)   آنگاهn
k

ln n
   
 

.  

  د.یکن یر را بررسیب رشد زیترت -13

* lg n* * * lg nlg nn lg(lg n) lg n ~ lg (lg n) ln ln n lg n ln n lg n       

1
222 2  

  lgn lgn lgn lgn lglgnn n nlgn ~ lgn! n n (lgn)! (lgn) n          2 32 2 4  

  
n nn

n n nn e n! (n )!
           

 

12 23 2 2 1 2 2
2

  

  هم رشد هستند. یعنین مثال، یدر ا ~منظور از علامت 

د ینشان ده -14
n

,f (n)
,

 


222
0

  ست.ین قبل نیک توابع تمریچ یه O,، از مرتبه 

  نیپاسخ تمر

1 -     
n n n

k k k

(k ) k

k(k ) k(k ) k k
a)

  

  

         
  

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1
1 1 1

  

  ...
n n n

                               

1 1 1 1 1 1 1 1 11
1 2 2 3 3 4 1

  

 توجه:
n

k k n
k

(a a ) a a





  
1

1 0
0

  معروف است. یت تلسکوپیبه خاص 

 
n n n

k k k

n(n )
( k ) k n nb)

  


        2

1 1 1

12 1 2 1 2
2

  

n  زوج  
n  فرد  
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توجه: 
n n n

k k k k
k k k

(ca d.b ) c a d b
  

    
1 1 1

ن یثابـت هسـتند. همچن ـ    kنسبت بـه    dو   cکه  

n

k m
c (n m )c


     ثابت است.  kنسبت به   cکه  1

  x x ( x ) ( x)x
x x x .... xc x x ...

( x )
) .

x

  
        

 

3 2 2 3
3 5 7 2 4 6

2 2 2
3 1 23 5 7

1 1
  

  k

k

x x
( k )x

( x )






  




2 4
2

2 21

32 1
1

  

  
k k k

k k k

k
d

k
)
  

  


      


   10 0 0 2

1 1 12 2 2 0
12 2 2

  

م کـه  یدیدمتن درس  2در مثال  توجه:
k

k

k




1
2

2
kکـه اگـر از     0   ن یز هم ـی ـشـروع شـود ن

  شود. یم
e(  علامت ب است پس:ضر یبه معن  

  
n

k n n ... n

k
( )( )( )....( )   


       1 2 2 1 2

1
2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4  

  
n(n )

n n n(n ) n n


     
1 2

2 1 22 4 2 2 2  

  
n n

k k

k k n n
. . . ....f .

k k n nk
)

 

                         
         

 22 2

1 1 1 1 3 2 4 3 5 1 11
2 2 3 3 4 4

  

  n n
.

n n

 
 

1 1 1
2 2

  
  

2-  x x x .... x x x ....
x ( x)

          
 

2 3 2 3
2

1 11 1 2 3 4
1 1

  

  x x
x x x x ....

( x)

     


2 3 4
22 3 4

1
  

  x
x x x ....

( x)


     


2 2 2 2 3

3
11 2 3 4

1
  

  x x( x)
x x x x ....

( x)

 
     


2 2 2 3 2 4

3
12 3 4

1
  

  مشتق

  مشتق

  مشتق
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3 -    
n n

k
dk ln( n ) ln n ln( n ) C

( k ) k
    

  1
1

1 1 1 2 1 2 1
2 1 2 1 2

   

  گیریم: کنیم و از آن لگاریتم می استفاده می !nاز تقریب استرلینگ براي  -6

      
nn

e n
 

11n! n 2  

        n n
n.lg lg n.lg n.lg n n.lge n.lg n

e n e
     

11  lg n! lg n  2  

lgپس  n!  باn.lg n باشد. هم رشد می  

7- (a   ًنادرست. مثلاf (n) n g(n)و  2 n .را در نظر بگیرید  

(b  ًنادرست. مثلاf (n)
n

 2
g(n)و  1

n


  را در نظر بگیرید. 1

(c .درست  
  f (n) O(g(n)) f (n) cg(n) lg(f (n)) lgc lg(g(n))       

)، فـرض  bاست (براي مقدار ثـابتی مثـل    b.lg(g(n))براي آنکه نشان دهیم این عبارت کمتر از 
lgکنیم  می c lg(g(n)) b.lg(g(n))   حال طرفین را بهlg(g(n)) کنیم: تقسیم می  

  lg(c) lg(g(n)) lg(c)
b lgc

lg(g(n)) lg(g(n))


    1 1  

(d  اگر برايn هاي بزرگf (n) 1  آنگاه نادرست و اگرf (n) 1     آنگاه درسـت. (مـثلاً بـه
ازاي 

n
f (n)    ، نادرست است)1

(e  ًنادرست. مثلاnf (n)    را در نظر بگیرید. 4
(f ) .درستO(f (n))  یعنی توابعی که ازf (n) (رشد کمتر یا یکسان دارند  

(g  .به عنوان مثال نادرستn ,
g(n)

,


 
1

g(n)توان نشـان داد   ، می O(n) (n)  

ــی  g(n)ولـ o(n) ــی ــی مـ ــر    . ولـ ــرد اگـ ــت کـ ــوان ثابـ تـ g(n) o f (n)  ــاه آنگـ
   g(n) O f (n) f (n)   یعنی     o f (n) O f (n) f (n) .  

(h .نادرست  
(i  درست. باید نشان دهیم اعداد مثبتn0  وC1  وC2 وجود دارند که  

  C (f (n) g(n)) max(f (n) ,g(n)) C (f (n) g(n))    1 20  

nبراي همه  n Cت . کافیس0 2 Cو  1 1
1
2

  انتخاب شوند. 

n زوج  
n فرد  
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fبراي آنکه نشان دهیم  -8 (n)   اي اسـت بایـد نشـان دهـیم      محدود بـه چندجملـه lg f (n)  از
lg(n) :رشد بیشتري ندارد  

   f (n) lg n ! lg f (n) lg lg n ! lg n .lg lg n lg n                   
lgپس  n !   هـا بیشـتر    اي اي نیست یعنی رشـدش از همـه چندجملـه    محدود به چندجمله

  ها کمتر است) است. (نشان دهید رشد این تابع از نمایی
9-   f (n) lg lg n ! lg f (n) lg lg lg n ! lg lg n .lg lg lg n lg n                   

lgپس  lg n !   اي است. محدود به چندجمله  

sin بلـه. مـثلاً   -10 nf (n) n  g(n)و  1 n    را در نظــر بگیریـد آنگـاه f (n) g(n)


  زیــرا
sinنامساوي  nn c.n 1 شمار  به ازاي بیn  نه همه)n.ها) صحیح است  

خیـر.   -11

    ًمتعـدي نیســت. مـثلاsin nn (n )


 sinزیــرا نامسـاوي   1 nn c.n  بــه ازاي  1

sinهـایی کـه   n(در واقع به ازاي همه  nشمار  بی n       منفـی اسـت) برقـرار اسـت. و همچنـین

/sin nn (n )


  1 sin/مساوي زیرا نا 51 nn c.n  1 صحیح است. ولـی   nشمار  به ازاي بی 51

/n (n )


 1 5.  

k.lnدر عبارت  -12 k  اگر بجايk  قرار دهیمn

ln n
  داریم: 

   n n n n.ln ln n
k.ln k . ln ln n ln ln n n n (n)

ln n ln n ln n ln n
        
 

   



 25  . مقدمات ریاضی، رشد توابع، نمادهاي مجانبی 1فصل   

  ]اي فصل اول ي چهارگزینهاه سؤال[
) ح است؟ینه صحیکدام گز - 1 x ) 0   )89وتر ی(علوم کامپ  1

1( x n nn
O(n ) , (n. )

lg n
  1 3 2  

2( /n(log n) (n ) , n O((lg n) ) 1 25 5
3  

3( x n nn
(n ), O(n )

lg n
  1 3 2  

4( /n(log n) O(n ) , n ((lg n) )  1 25 5
3  

 ر چند است؟یز يها ان گزارهیت از مدرس يها اره، تعداد گز gو   fبا فرض مثبت بودن توابع  -2

  1گزاره :f (n) O(f (n) ) 2  )IT 88(  
  2گزاره :f (n) o(f (n)) (f (n))    
  3گزاره :f (n) g(n)f (n) O(g(n)) O( )  2 2  

  4گزاره : n
f (n) f ( ) 

2
  

  ح است.یدو گزاره صح )2  ح است.یک گزاره صحی )1
  ست.نیح یصح اي گزاره )4  ح است.یه گزاره صحس )3

k يبرا - 3 1  و  
10
2

  )88وتر ی(علوم کامپ  ح است؟ینه صحیکدام گز 

1( kn O( n ) O(lg n!) O((lg n) )     
2( kn O( n ) O((lg n) ) O(lg n!)     
3( k(lg n) O(n ) O(lg n!) O( n )    
4( k(lg n) O(n ) O( n ) O(lg n!)    

  )85 –وتر ی(علوم کامپ  (چپ به راست) ح است؟یب صحیر کدام ترتیدر رشد توابع ز -4

1( n n
O(nlogn) ,O( ) ,O

logn

    

2
1  2( n n

O( ) ,O(n log n),O
log n

 
    

 

2
1  

3( nn
O ,O(nlogn),O( )

logn

 
  

 

2
1  4( nn

O(n log n),O ,O( )
log n

 
   

 

2
1  
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  )IT 84(  ح است؟یر صحیز يها نهیک از گزیکدام  - 5
1( n sin n (n)2  2( n sin n O(n)2  
3( n (n sin n) 2  4( n (n sin n) 2  

  )82 –وتر ی(علوم کامپ  ح است؟یکدام عبارت صح - 6
1( n(n )(n n ) O( )   21 2 1 2  2( (n )(n n ) (n)   21 2 1  
3( (n )(n n ) (n )   2 41 2 1  4( (n )(n n ) O(n Logn)   2 21 2 1  

  )82(علوم کامپیوتر   ح است؟ینه صحیکدام گز -7
1( a bn O((log n) ) a b iff   2( a bn O((log n) ) a b iff   
3( a bn O((log n) ), b,a  0  4( a bn O((log n) ) , b,a  0  

  )80 –وتر ی(علوم کامپ  د؟یح انتخاب کنینه صحیگز -8

1( n (log n)
1

10  2( log n! O(log n)  
3( n n O(n log n)  28 3 4  4( n n n n... n O(n )   1 2  

  )86(آزاد   ر نادرست است؟یک از موارد زیکدام  -9
1( n n (n )   2 26 2  2( n nn O( )  26 2 2  
3( n nn ( )   26 2 2  4( n n (n )   2 26 2  

  )85آزاد  –وتر یکامپ ینرم افزار مهندس ی(تخصص  درست است؟ يکدام تساو -10

1( n log n (n ) 2 2  2( n
O(n )

(log n )




3
36

1
  

3( n
(n )

log n
 

2
2    4( n n nn n O(n ) 3 2 32 6 3 2  

 )83(آزاد   ح است؟یر صحیک از موارد زیکدام  - 11

!nnالف)  O(n )   (بn
(n )

log n
 

2
2  

nج)  log n (n ) 2 د)   2
n nnn ( ) (n )  2 26 2  

  همه موارد )4  الف و د )3  ب و ج )2  الف و ج )1



 27  . مقدمات ریاضی، رشد توابع، نمادهاي مجانبی 1فصل   

 )85 یدولت –ها  (ساختمان داده  اند: ر درستیک از عبارت زیکدام  -12

  c n nI.e O(e ) c 1  
  II.n O(n log n)2  
  III.n O(n log n)  

 IIIو  II  4( Iو  III  3( Iفقط  )I  2فقط  )1

 ن نرخ رشد است؟ین نرخ رشد تا بزرگتریح از کوچکتریب صحیک ترتی کدام - 13

  )84 یدولت –(گسسته   

1( / /x log x , x ,( x) , x log x3 2 3 2216 3  
2( / /x log x, x ,x log x ,( x)3 2 3 2216 3  
3( / /x , x log x , ( x) , x log x3 2 3 2216 3  
4( / /x ,x log x ,x log x , ( x)3 2 3 2216 3  

  )79آزاد  –نرم افزار  ی(مبان  غلط است؟ نهیگز کدام -14
1( if f (n) O(g(n))and f (n) (g(n)) then f (n) (g(n))     
2( if f (n) (g(n))and f (n) (g(n)) then f (n) O(g(n))      
3( if f (n) (g(n))and f (n) O(g(n)) then f (n) (g(n))      
4( if f (n) O(g(n))and g(n) (f (n)) then f (n) (g(n))      

fد یفرض کن -15 (n) O(g(n))، ر مثبـت ماننـد   یهر تابع با مقـاد  ينه برایکدام گزf (n)  و
g(n) 84 یدولت یمصنوع (تخصص هوش  برقرار است؟(  

1( g(n) (f (n))   2( f (n) g(n)O( )2 2  
3( f (n) g(n)( ) 2 2  4( log(g(n)) O(log(f (n)) : با فرض(log(g(n))1  

  )80و  78نرم افزار آزاد  ی(مبان  نه غلط است؟یکدام گز و  و  Oف علامت یبا توجه به تعار - 16

1( 
m m

i i
ii

I. O f (n) O(max{f })


 
  

 


11
  

2( if f (n) O(g(n)) andg(n) (f (n)) then f (n) (g(n))      
3( n n g(n) يبرا 0 c نکه یبه شرط اI. g(n) f (n) (f (n))   

n n g(n) يبرا 0 c نکه یبه شرط اII. g(n) f (n) (f (n))   
4(    I. O O(f (n)) O f (n)  

II.O(f (n) g(n)) O(f (n)) O(g(n))    
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: نیمی 1ي  ي زیر است: گونه یکی از دو گونه Aبیت است. فرض کنید که  nحاوي  Aي  آرایه -17
ي  (بدون ترتیب خاصی) است. گونه 1حاوي بیت صفر و نیم دیگر حاوي بیت  Aهاي  از درایه

2 :A  در مجموعn2
nصفر و  3

 )92(تخصصی هوش مصنوعی   دارد.  یک 3

. در 2اسـت یـا    1ي  داده شده است که با احتمال یکسان یا از گونـه  Aي  به شما یک آرایه
ي آن را بـا   را باید بررسـی کنیـد تـا گونـه     Aهاي  بدترین حالت دست کم چند تا از درایه

  اطمینان تشخیص دهید؟

1 (n2
3

  2 (n


2 1
3

  3 (n5
6

  4 (n


5 1
6

  

  )94 –(علوم کامپیوتر   کدام عبارت صحیح است؟ - 18
1 (O((log n)!) O(n) O(log n!)   2 (O(n) O(log n!) O((log n)!)   
3 (O(log n!) O((log n)!) O(n)   4 (O(log n!) O(n) O((log n)!)   

 )IT – 95(  اند؟ هاي زیر درست تا از گزارهچند  -19

• f (n) (n) g(n) (n) f (n)g(n) (n )       2  
• f (n)f (n) ( ) n O(n)   1 

• f (n) (n) g(n) O(n ) g(n) / f(n) O(n)     2 

• f (n) O(n ) g(n) O(n) f (g(n)) O(n )    2 3  
• f (n)f (n) O(log n) O(n)  2  
1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

T(n)ي  اگر زمان اجراي یک الگوریتم با رابطه - 20 T(log n) O(n)     تعریف شـود، کـدام
 )IT – 95(  دهد؟ ي زمانی این الگوریتم را نشان می گزینه مرتبه

log(i)(تعریف:  n min{i : log n }   0 (i)و  1 (i )(log n log(log n) 1( 

1 (O(n log n)  2 (O(n log n)  3 (O(n)  4 (O(log n)  

  )95 -(علوم کامپیوتر   کدام یک از موارد زیر درست است؟ -21
1 (log nn ((log n) )  2 (log nn O((log n) )  
3 (log n! O(n)    4 (n ((log n)!)  
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  ]اي فصل اول هاي چهارگزینه ه سؤالپاسخنام[
xnسه یمقا ي). برا4(گزینه  -1 1 وn

lg n
xnم یدان ی، م lg n ن را به یحال طرفxn م یتقس ـ

xnد پس یکن lg n1  حال درn  د پس یب کنضرxn n lg n lgحال به  1 n م یتقس ـ
xnد، پس یکن

lg n
n  xnن ی. بنابرا1

lg n
(n ) 1 

nسه یمقا يبرا nn. ,2 م یدان ـ ی، م ـ3 n n3
د پـس  ی ـب کنضـر  n2ن را در یحـال طـرف   2

n nn.3 nن یبنابرا 2 n(n. )3 2.  
n1/سه یمقا يبرا n.(logو  2 n)5

n/م یدان یم 3 (log n)0 2 5
ب ضـر   nن را در یحال طرف 3

n/د پس یکن n.(log n)1 2 5
n.(log/پس  3 n) O(n ) 1 25

3.  
lg)و  nسـه  یقام يبرا n)5م یدان ـ ی، م ـan  از  يشـتر یرشـد بb(lg n) ) وb  وa   ثابـت و

a 0 دارد، پس (n ((lg n) ) 5.  
fکه  یتابع يبرا 1گزاره  ).1گزینه ( -2 (n) 0 نادرست است. مـثلاً اگـر    1

n
f (n)  آنگـاه   1

n n
O( ) 2

1 را یغلط است ز 1
n
از  يشتریرشد ب 1

n2
تـوان اثبـات    یدارد. (با کمـک حـد م ـ   1

 کرد.)

o(fح است. یصح 2گزاره  (n)) توابع با رشـد کمتـر از    یعنیf (n)   پـس اگـر .f (n)   را بـا
fاز  يکه رشد کمتـر  یتابع (n)   همـان   يری ـگ  ت مـاکزیمم یم، طبـق خاص ـ یدارد جمـع بـزن

(f (n)) شود. مثلاً یم n n (n )  2 2.  
fنادرست اسـت. مـثلاً    3گزاره  (n) n g(n)و  2 n  د. ی ـفـرض کنn O(n)2  ح یصـح

n یاست ول nO( )22 nرا یغلط است ز 2 n22   دارد. n2از  يشتریرشد ب 4

nfنادرست است. مثلاً  4گزاره  (n)  د، ی ـفـرض کن  4
n

n ( )  24  n4را ی ـغلـط اسـت. ز   4

از  يشتریرشد ب
n

n24   دارد. 2

aم یدان یم ).4گزینه ( -3 bn n  اگرa b  پسn  که  1
nاز  يرشـد کمتـر   2 n

1
2 

nن یدارد، بنابرا O( n ) م یدان ی. مlg n!  باn.lg n  م یدان ـ یاست. و م ـهم رشدn  از
k(lg n) که ،k ن تست بـه شـکل   یب رشد توابع در ایدارد. پس ترت يشتریثابت است، رشد ب

k(lg n) n n lg n!   هـا نادرسـت    نـه یقه نوشتن گزیاست. لازم به ذکر است که طر
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O(nمثلاً  یعنیاست.  ) O( n )  اسـت کـه مجموعـه     ین معن ـی ـرا به اینادرست است. ز
O(n )  با مجموعهO( n  ـ ین نیبرابر است که چن ( طـراح، چشـم    یدقت ـ یاز ب ـ یسـت! ول

  م.یکن یم یپوش
م ید فرض کنیبا ).4گزینه ( -4 0 .n( ) 1 ر توابع یاز سا يشتریاست که رشد ب ییتابع نما

nم یدان ین تست دارد. میدر ا lg n lgد و بـه  یضرب کن  nن را در یحال طرف 2 n م یتقس ـ

nد پس یکن
lg n

n.lg n
nnن تست یب رشد توابع در این ترتیبنابرا 2

lg n
n lg n ( )   

2 1 

  است.
sinها  نهید مثبت باشند پس در گزین درس باینکه توابع در ایبا توجه به ا ).1گزینه ( -5 n د بای

ادمان هست که دامنـه  یم. یکن یم یپوش طراح چشم یدقت ین بیداخل قدر مطلق باشد. که از ا
n  یعین درس اعداد طبیدر ا { , , , ,...} 0 1 2 3 ن دامنهیشود. با ا یفرض م، sin n چگاه یه

|شـود و   یصفر نم ـ sin n باشـد. پـس    یم ـ 1کمتـر از  مقـدار  ک عـدد ثابـت بـا    ی ـهماننـد   |
n | sin n ابع من ـ یاسـت (در برخ ـ  یقیعدد حق nم یدارد. اگر فرض کن  nاز  يشتریرشد ب 2|

sinن است) آنگاه یچن n  در نقاطn k  شود پـس   یصفر مn | sin n | (n)2   درسـت
n ينخواهد بود چون نامساو | sin n | c.n2 شود. (در نقـاط   یشمار بار نقض میبn k  

sinکه  n شود). یصفر م  
n)تابع  ).1گزینه ( - 6 )(n n )  21 2  n4و  n2از  يهم رشد است که رشـد کمتـر   n3با  1

nو  nاز  يشتریدارد و رشد ب lg n2 ح است.یصح 1نه یدارد. پس گز  
aثابت که  bو   aهر  يبه ازا ).4گزینه ( -7 0  تابعan از  يشتریرشد بb(lg n) دارد. پس   

b a(lg n) O(n ) ا یa bn ((lg n) ) هر  يبه ازاa,b  ثابت کهa 0 ح است.یصح  
aگفته شده که  2نه یدر گز bn O((lg n) )  اگر و فقط اگرa b (iff )    کـه غلـط اسـت ،
aچون  bn O((lg n) ) هر  يبه ازاa,b 0ح است.یصح 4نه یگز نابراین. ب  

nرشـد   ).1گزینه ( -8
1

lgاز  10 n ح اسـت. رشـد   یصـح  1نـه  یشـتر اسـت پـس گز   یبlg n!   بـا
n.lg n شتر از یکسان و بیlg n ط است. رشد غل 2نه یاست پس گزn n 28 3  n2بـا   4

n.lgشتر از یکسان وبی n غلط است. رشـد   3نه یاست که گزn n n... n  1 nnبـا   2 1 
  غلط است. 4نه یاست که گز nnشتر از یکسان و بی

nتابع  ).1گزینه ( -9 n  26 و 2 يها نهیشتر است. پس گزیب n2است که از  n2هم رشد با  2
  .هستندح یصح 4و  3
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n ).2گزینه ( -10 lg n2 از  يشتریرشد بn2 نکـه  یغلط اسـت. بـا توجـه بـه ا     1نه یدارد پس گز

n lg n n2 lgن را به یاگر طرف 2 n د یم کنیتقسn
lg n

n 
غلط است. تابع  3نه یپس گز 22

n nn . n .3 23 6 nnبا  3 .2 nnد هم رشد است و رش 3 .2 nnاز  3 .3 شـتر اسـت، پـس    یب 2

nغلط است. رشد  4نه یگز
lg n

36
  ح است.یصح 2نه یکمتر است پس گز n3از  1

!nnکمتر است پس  nnاز  !nالف) رشد  ).3گزینه ( -11 O(n ) .درست است 

nب) رشد 

lg n

2
nکمتر است پس  n2از رشد  

(n )
lg n

 
2

  غلط است. 2

nرشد ج)  Lgn2  از رشدn2 پس  شتر استیبn lg n (n ) 2   غلط است. 2

د) رشد 
n nn ( )2 6 با  2

n
n2کسان است پس ی

n nnn ( ) (n )  2 26   درست است. 2

cرشــد  I. ).2گزینــه ( -12 n(c ) e1  ازne شــتر اســت چــون یبc n n ce (e )  کــه از
ne شتر است. پس یبc n ne O(e ) .غلط است 

II رشد .n2  ازn lg n شتر است پس یبn O(n lg n)2 .غلط است  
III رشد .n   ازn lg n سکمتر است پ n O(n.lg n) .درست است  

Lgد یتوجه کن ).1گزینه ( -13 x Lgx
1
2

lgکه با   x       نکـه  یهـم رشـد اسـت. بـا توجـه بـه ا

lg x x ن را در یطرفx   د پـس  ی ـضـرب کنx lg x x x/اضـح اسـت کـه    . و2 x 3 و  22
/ /x x lg x3 2 3 /ب رشد توابع یپس ترت 2 /x lg x x ( x) x lg x  3 2 3 2216   است. 3

f، از 1نـــه یدر گز ).4گزینـــه ( -14 (n) g(n)  وf (n) g(n) جـــه گرفـــت یتـــوان نت یمـــ
f (n) g(n) از  رسـت اسـت.  پس د)f (n) g(n)    تـوان نتیجـه گرفـت     بـه تنهـایی مـی
f (n) g(n)( 

f، از 2نه یدر گز (n) g(n)  وf (n) g(n) جـه گرفـت   یتوان نت یمf (n) g(n)   پـس
  درست است.

f، از 3نه یدر گز (n) g(n)  وf (n) g(n) شود  یجه مینتf (n) g(n)    پـس درسـت
  است.
f، از 4نه یدر گز (n) g(n)  وg(n) f (n) شـود   یجه نم ـیتنf (n) g(n)    پـس غلـط
  است.

fد منظور از یتوجه کن (n) g(n) رشد  یعنیf (n)  رشد  يا مساویکمترg(n) .است  
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غلـط   يها  نه اشتباه هستند و تست غلط است. متاسفانه هر سال تستیهرچهار گز ).؟گزینه ( -15
fنکه یشوند. با توجه به ا یحذف م یشوند که برخ یدر کنکور طرح م (n) O(g(n))   پـس

f (n) g(n) شـود   یجه نمی(منظور رشد است) که نتg(n) f (n)  غلـط   1نـه  یپـس گز
fد یفرض کن 2نه ینقض گز ياست. برا (n) n g(n)و  2 nفـرض   3نـه  ینقض گز ي. برا

fد یکن (n) n  وg(n) n fد ی ـفرض کن 4نه ینقض گز ي. برا2 (n) n  وng(n)  2 
ــاه  fآنگ (n) O(g(n)) ــ  log(g(n)) یدرســت اســت ول n  وlog(f (n)) lg n  ــه ک

n O(lg n). 

log(fاگر به صورت  4نه یگز (n)) O(log(g(n)) بود، درست بود. یم  
 ـ    mاست که درست  یدر صورت 1نه یگز ).؟گزینه ( -16 م یاگـر مـثلاً فـرض کن ـ    یثابـت باشـد ول

m n  و تابعif (n) i :آنگاه  

  
m n

i
i i

n(n )
O f (n) O i O O(n )

 

                    
  2

1 1

1
2

  

  m n
i

i i
O(max{f }) O(max{i}) O(max{ , ,...,n}) O(n)

 
  

1 1
1 2  

  ممکن است غلط باشد. 1نه یپس گز
f، از 2نه یدر گز (n) g(n)  وg(n) f (n) شود  یجه نمینتf (n) g(n) 2نه یپس گز 

  غلط است.
g(n)، گفته شده  I، قسمت 3نه یدر گز c  اگـر ،g(n)    م آنگـاه  یرا تـابع ثابـت فـرض کن ـ

  توان مثلاً یم یدرست است ول
n

g(n)  g(n).fفـرض کـرد آنگـاه     1 (n) (f (n))    غلـط

fاست مثلاً اگر  (n) n باشد  2
n

g(n).f (n) .n n 21  که از مرتبه(n )   ست.ین 2
II   ،g(n)در قسمت  c  پسg(n).f (n) f (n) .درست است  

  ح هستند.یصح IIو   Iهر دو جمله  4نه یدر گز
  باشد. یم 2نه ین تست گزید نظر طراح در ارد مویکل

n). بدترین حالت وقتی است که 4گزینه ( -17
nشـود صـفر باشـد،     درایۀ اول که خوانده مـی  2

3 
باشد، تاکنون نوع آرایه مشخص نشده است، ولی اگر یـک بیـت دیگـر خوانـده      1درایۀ بعدي 

nnشود. پس حداکثر باید  شود نوع آرایه معلوم می n   51 12 3   درایه خوانده شود. 6
lgدانیم  ). می2گزینه ( -18 n! n.lg n    و همچنـین رشـد(lg n)!    هـا   اي از رشـد چنـد جملـه

 ها کمتر است. بیشتر و از رشد نمایی

 هاي اول و سوم صحیح هستند. ). فقط گزاره2گزینه ( -19
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 ).3گزینه ( -20

  T(n) T(lg n) O(n) (n)     

   n
T(n) T O(n) (n) T(n) O(n)     

2
  

T(n)پس  (n) .  
lgn(lgرشد  ).2گزینه ( -21 n)  ازn  بیشتر است. رشدlg(n!)   بـاn.lg n     یکـی اسـت کـه ازn 

lg)بیشتر است. رشد  n)! ها بیشتر است. اي از همۀ چندجمله 



  

  

  

  آنالیز استهلاکی –هاي غیربازگشتی  تحلیل الگوریتم  

  

  

  

  هاي غیربازگشتی تحلیل الگوریتم
هاي غیر بازگشتی را بررسی کنـیم.   خواهیم نحوه محاسبه زمان اجراي الگوریتم در این بخش می

کنـیم، زبـان    زمان اجرا به عوامل مختلفی بسـتگی دارد از جملـه: سـخت افـزاري کـه اسـتفاده مـی       
  هاي ورودي و .... کنیم، اندازه ورودي، ترکیب داده سازي می نویسی که الگوریتم را با آن پیاده مهبرنا

شـوند محاسـبه    است که زمان اجرا را بر حسب تعداد باري که دستورات اجـرا مـی    هدف ما این
کنـیم (مگـر اینکـه     کنیم. به طور پیش فرض همه دستورات را از نظر زمان اجرا مثل هم فرض مـی 

کنـیم بنـابراین زمـان اجـرا را      فرض مـی  1خلاف آن گفته شود) و زمان هر بار اجراي یک دستور را 
 1000کنیم. مثلاً اگر دستورات یـک الگـوریتم جمعـاً     برابر با تعداد اجراي همه دستورات تعریف می

  است. 1000بار اجرا شوند، زمان آن الگوریتم برابر 
کنیم و شبه کـد   ها از زبان خاصی استفاده نمی کد الگوریتملازم به ذکر است که ما براي نوشتن 

 انتسـاب بـراي   :یـا   یـا   استفاده کنیم. از علامـت    cنویسیم. گاهی ممکن است از زبان  می
گیریم. براي نوشتن توضیحات  براي مقایسه تساوي کمک می یا  کنیم از علامت  استفاده می

(comment)  همانند زبانc   از علامت/ کنیم. بـراي مشـخص کـردن دسـتورات یـک       استفاده می /
هـا فقـط از    کنیم و یا ممکن است در برخی تسـت  استفاده می {}بلاك مثلاً دستورات یک حلقه از 

  فرورفتگی استفاده شود و علامت خاصی بکار نرود.

  2فصل 
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  هاي زیر تعداد اجراي همه خطوط را (یعنی زمان اجرا را) بیابید. ه برنامهدر تک :1مثال 
  a) b). for(i to n) . for(i m to n) 1 1 1  

  . write( )2  . write( )2  
  c) d). for (i to n) . for(i to n) 1 1 1 1  
  . for( j to n)2 1  . for( j to n)2 1  
  . for(k to n)3 1  . write( )3  

  . write( )4  
nخودش   forیعنی حلقه  1شود و دستور  بار اجرا می  n، 2دستور  )a پاسخ: 1 شـود.   می بار اجرا

بـار    n(تاکنون هـر یـک    شود. می اجرا  writeدهد و  مقدار می  nتا  1را از   i متغیر، forچون حلقه 
شود. پس خود حلقه  دهد و خارج می را یک واحد دیگر افزایش می  iاند) و در نهایت مقدار  شده اجرا

nاخلش، یک بار بیشتر اجرا شده است. پس زمان این کد از جمله د 2   است. 1
b(  2دستور ،n m 1  یک بار بیشتر یعنی 1بار و خود دستور ،n m  شود  بار اجرا می 2

n)پس این دو دستور جمعاً  m) 2   شوند. اجرا میبار  3
c(  1دستور ،n 1  2بار، دستور ،n(n )1  3بار و دستور ،n2 شوند پـس جمعـاً    بار اجرا می

n n 22 2   شوند. بار اجرا می 1
d(  به ترتیب  4و  3و  2و  1دستورn 1 ،n(n )1 ،n (n )2 شـوند.   بـار اجـرا مـی    n3و  1

nپس جمع تعداد اجراها برابر  n n  3 22 2 2   است. 1
زمـان اجـرا   ها، زمان اجرا به طور کامل مورد نظـر نیسـت و فقـط مرتبـه       در بسیاري از تست توجه:

n، زمان اجرا 1ثال م (a)مطلوب است. مثلاً در قسمت  2 باشـد. یـا    می (n)است که از مرتبه  1
n)از مرتبه  (d)قسمت  ) است. براي یافتن مرتبه زمان اجـرا، لازم نیسـت تعـداد اجـراي همـه       3

اسـت، کـافی    writeاصلی که در ایـن مثـال   جمله اسبه شود بلکه فقط تعداد اجراي دستورات مح
  است.
  شود؟ چند بار اجرا می writeهاي زیر، دستور    در تکه برنامه :2مثال 

  a) b). for (i to n) . for(i to n) 1 1 1 1  
  . for( j to i)2 1  . for( j to i)2 1  
  . for(k to j)3 1  . write( )3  

  . write( )4  
iه اول وابسته است. بار اول، وقتی قحلقه دوم به حل )a پاسخ: 1 ، حلقه دوم درj   تغییـر   1تا  1از

iشود. در دور بعد مقدار  ، یک بار اجرا می writeکند و  می  تغییـر   2تـا   1از  jو در حلقـه دوم،   2
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iشود. به همین ترتیب در نهایت  ، دو بار اجرا میwriteکند و  می n   و مقـدارj   تـا   1ازn   تغییـر
برابـــر  writeشــود پــس تعــداد بــار اجــراي دســتور        بــار اجــرا مــی    write ،nکنــد و   مــی 

n(n )
... n


    

11 2 3
2

n)است که از مرتبه   ) ما گتوان با استفاده از سـی  است. البته می 2

ما قـرار دهیـد و بجـاي    فت. کافی است بجاي هر حلقه یک سیگرا یا writeنیز تعداد اجراي دستور 
write  قرار دهید: 1، عدد  

  
n i n

i j i

n(n )
i

  


  

1 1 1

11
2

  

b( اجراي ما تعداد گبا کمک سیwrite کنیم: را محاسبه می  

  
jn i n i n n n

i j k i j i i i

i(i )
j [ i i]

       


       2

1 1 1 1 1 1 1 1

1 11
2 2

  

  nn(n )( n ) n(n ) n(n )(n )
(n )

                
321 1 2 1 1 1 2

32 6 2 6
  

هاي شمارشی کـه در   را با روش  (b)در قسمت   writeجالب است بدانید که تعداد اجراي دستور 
بـا  متنـاظر اسـت     writeتوان یافت. هر بار اجراي دستور  خوانید نیز می درس ساحتمان گسسته می

,i)یک دسته  j, k)  صحیح کهk j i n   1 هـاي   هـا معادلنـد بـا نامسـاوي     که این نامساوي
k j i n      1 1 2 nتـا   1خواهیم سه شی متمایز از  و در واقع می 2  n(یعنـی   2  2 

ب کنیم که شی) انتخا n  2
  حالت دارد. 3

حلقه وابسته مقابل برابر است با  kدر  writeتعداد اجراي دستور  نتیجه: n k
k

 1   که از مرتبـه
k(n ) .است  

  for(i to n)1 1  
  for(i to i )2 11  

  for(i to i )3 21  
    

  k kfor(i to i ) 11  
  write( )  



 38  طراحی الگوریتم  

 شود؟ چند بار اجرا می  writeدر تکه برنامه زیر دستور : 1تست 

  

i
while(i n)
{

write( )
i i

}





 

1

2
  

1( lg n    2( lg n    3( lg n    1  4( lg n    1  

kبرابـر   iبـه ازاي مقـادیر     writeدسـتور   پاسخ: ,..., , , ,3 22 2 2 2 kکـه   1 n2  وk n 12   اجـرا
براي یافتن تعـداد بـار دقیـق اجـرا،      است. lgn، حدوداً برابر writeشود پس تعداد اجراي دستور  می
nهاي مختلف بررسی کرد. مثلاً به ازاي  nتوان به ازاي  می  بار است که یا گزینـه   3تعداد اجرا  8
nصحیح هستند. به ازاي  2یا  1    صحیح است. 2بار است که گزینه  4تعداد اجرا  9

 شود؟ چند بار اجرا می  writeدستور  زیر که برنامهدر ت: 2تست 

1( lg n    
2( lg n    
3( lg n    1  
4( lg n    1  
  

nشـود. بـه ازاي    هر بار نصـف مـی    iهمانند تست قبل تعداد اجرا لگاریتمی است چون  پاسخ:  8 
nبار و به ازاي  write ،3دستور     صحیح است. 1پس گزینه  .شود بار اجرا می 3نیز  9
iدر دو تست قبل اگر بجاي  توجه: 2  یاi

i، قرار دهیم 2 k  یاi
k

ثابت است، آنگاه تعداد   kکه  
klogاجرا  n توان براي  باشد که براي یافتن مقدار دقیق می میn .مقادیر مختلفی قرار داد  

 اي است؟ زمان اجراي قطعه کد مقابل، از چه مرتبه: 3ست ت

1( (lg n)  
2( (lg n) 2  
3( ( lg n )  
4( (lg lg n)  
  

iبه ازاي مقادیر   writeدستور  پاسخ: , , , ,... 2 4 82 2 2 کـه باعـث     iشود در واقع مقـادیر   اجرا می 2

شوند به شکل  می writeاجراي دستور 
k

( , , ,..)
0 1 22 2 2 22 2 2 اجـرا شـود     writeتا وقتـی   هستند و 2

i n
while(i )
{

write( )
i

i

}





    

1

2

i

while(i n)

{

write( )

i i i

}





 

2
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که 
k

n22 پس .k lg n2  در نتیجهk lglg n      دقـت کنیـد تعـداد اجـراي دسـتور .write ،
k 1  بار است کهk   ًحدوداlglgn   ت.صحیح اس 4است. پس گزینه  
  اي است؟ هاي زیر، ار چه مرتبه زمان اجراي تکه برنامه :3مثال 

  
. for(i ;i n;i )

. for( j ; j i; j j

b)

)

. write( )

   
   


1 1
2 1 2
3

  
. for (i ;i n ;i )

. for( j ; j n ; j j

a)

)

. write( )

   
   


1 1
2 1 2
3

  

  
. for(i ;i n ;i i )

. for( j ; j i; j )

. writ

d)

e( )

   
   



1 1 2
2 1
3

  
. for (i ;i n ;i i )

. for( j ; j n ; j )

. writ

c)

e( )

   
   


1 1 2
2 1
3

  

تعـداد  ها به هم وابسته نیستند. پـس   حلقه اول خطی و حلقه دوم لگارتیمی است و حلقه )a پاسخ:
write ،n.lgاجراي دستور  n  است. پس مرتبه(n.lg n) .است  

b(  حلقه دوم به حلقه اول وابسته است( j i) حلقه دوم به ازاي مقادیر .j   تا  1ازi   کهj   هر بار در
lgراي این حلقه شود. پس تعداد اج اجرا می ،شود ضرب می 2 i   است. و چـونi  تـا   1ازn    و بـه

برابر   writeپس تعداد اجراي دستور  ،کند صورت خطی تغییر می
n

i
lg i




1
است کـه برابـر اسـت     

lgبا  lg ... lg n lg n!   1 n.lg)پس مرتبه زمان اجرا  2 n) .است  
c(  همانند قسمتaها به هم وابسته نیستند، مرتبه   ، چون حلقه(n.lg n) .است  
d(  حلقه دوم به حلقه اول وابسته است پس نیاز به بررسی دارد. به ازاي هرiًحلقه دوم دقیقا ،  i    بـار

kعبارتند از   iشود. مقادیر  اجرا می ,..., , , ,3 22 2 2 2 kکه  1 n2      پـس تعـداد اجـراي دسـتور .
write  :برابر است با  

  k k k... ( ) (n)         2 11 2 2 2 2 1 2  
  یعنی خطی است! (n)ها،  یعنی مرتبه اجرا بر خلاف ظاهر حلقه

عنصر   nي ساز ها زمان اجرا در حالات مختلف، متفاوت است. مثلاً در مرتب در برخی الگوریتم توجه:
اگر آرایه از قبل مرتب باشد، ممکن است زمان کمتري نسبت به حـالتی کـه آرایـه مـثلاً بـر عکـس       

شـود کـه عبارتنـد از: بهتـرین      ها، سه حالت مطـرح مـی   مرتب است، صرف شود. در تحلیل الگوریتم
 ـ(Worst case)و بدترین حالت  (Average case)، حالت متوسط (Best case)حالت  رض . مثلاً ف

]cعنصـري    nرا در آرایـه    xخواهیم  کنید می ...n]1      جسـتجوي خطـی کنـیم، ابتـداx    را بـاc[ ]1 
]cکنیم اگر مساوي نبود با  مقایسه می ]cو اگر مساوي نبودند با  2[ . واضـح  و به همـین ترتیـب   3[
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B(n))اسـت   1است.پس بهترین حالت زمان اجرا  1است که حداقل تعداد مقایسه  )1  حـداکثر .
W(n))اسـت    nاست. پس بدترین حالـت زمـان اجـرا      nتعداد مقایسه برابر  n)   تحلیـل حالـت .

ین گرفتـه شـود (امیـد ریاضـی). در     همـه حـالات، میـانگ   متوسط معمولاً دشوار اسـت و بایـد بـین    
nآرایه وجود دارد آنگاه بـا احتمـال   حتماً در  xجستجوي خطی اگر فرض کنیم عدد 

در  x، عـدد  1
( i n) c[i] 1 :است بنابراین زمان اجراي حالت متوسط جستجوي خطی عبارت است از  

  n
A(n) ... n ( ... n)

n n n n


            

1 1 1 1 11 2 1 2
2

  

]cدر  xایـم: اگـر    را در نظر گرفتـه   x، همه حالات A(n)دقت کنید براي محاسبه   1باشـد،   1[
nمقایسه نیاز است و احتمال آن 

]cدر   xاست. اگر  1 تمـال آن  مقایسه نیـاز اسـت و اح   2باشد،  2[

n
nمقایسه نیاز است و احتمال آن  nباشد،  c[n]در   xاست، و به همین ترتیب اگر  1

است که با  1
nA(n)محاسبه   1

حتماً در آرایـه هسـت یـافتیم.     xرض که را با این ف A(n)بدست آمد. ما  2

ــد   ــرض کنی ــال ف ــال    xح ــا احتم ــه   Pب ]cدر آرای ..n]1   ــال ــا احتم ــس ب ــت پ Pاس
n  ــان در مک

( i n) c[i] 1  است و با احتمالP1   جـراي حالـت متوسـط    در آرایه نیست، بنـابراین زمـان ا
  برابر است با:

  P P P
A(n) ... n n ( P)

n n n
         1 2 1  

  P (n ).P
( ... n) n( P) n( P)

n


         

11 2 1 1
2

  

 A[i]در   xها را در نظر گـرفتیم، احتمـال وجـود     همه حالت A(n)توجه کنید براي محاسبه 
Pبرابر 

n داد است و تعi   تا مقایسه( i n) 1  براي یافتنx    نیاز است و همچنین احتمـال نبـودx  
]cدر  ..n]1  برابرP1  است و باn  ه شود ک مقایسه مشخص میx  .در آرایه نیست  

]cدر  xعنصر  50%فرض کنید با احتمال : 4تست  ...n]1   باشد، به طور متوسط چه تعداد عنصـر
  شوند؟ بررسی می xبراي یافتن  cآرایه 

1( 1
2

  2 (2
3

  3( 3
4

  4( 1
4

  

P/پاسخ:  0   برابر است.  xاست پس متوسط تعداد مقایسه براي یافتن  5

  (n )P (n ) n n
n( P)

  
    

1 1 3 11
2 4 2 4

  

3یعنی به طور متوسط 
4

 صحیح است. 3عناصر باید بررسی شوند که گزینه  
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سـازي کتـاب    است که در فصـل مرتـب   (insertion sort)سازي درجی  الگوریتم زیر مرتب :4مثال 
صـرف  icشـود زمـان    ام اجـرا مـی   iخـط  ها با آن آشنا شدید. فرض کنید هر بار کـه   ساختمان داده

واحـد فـرض    1شود (برخلاف فرضیاتی که تاکنون داشتیم و زمان هر بار اجراي هر دسـتوري را   می
ثابـت اسـت. همچنـین فـرض      icایم) و   کردیم، در این مثال زمان اجراها را متفاوت فرض کرده می

jکنید به ازاي هر  , ,..., n 2 باشـد. در سـتون هزینـه     jtبرابـر   (while) 4تعداد اجراي دستور  3
(cost)  زمان هر بار اجراي دستورات نوشته شده است. در ستون تعداد بار(times)  تعداد اجراي هر

خـواهیم   دهـد. مـی    زمان کل هر خط را نشان می timesدر  costحاصلضرب شده است خط نوشته 
  زمان اجرا را بیابیم:

  

n

j
j

n

j
j

n

j
j

INSERTIONSORT (A[ ..n])

. for ( j to n) C n

. {key A[j] C n

. i j C n

. while (i ) and (A[i] key) C t

. {A[i ] A[i] C (t )

. i i } C (t )

. A[i ] key} C n








 

  

 

  

  

  







1

2

3

4
2

5
2

6
2

7

1
1 2
2 1
3 1 1

4 0

5 1 1

6 1 1

7 1 1

  

بـار کمتـر از خـود حلقـه      1) همیشه 6و  5(دستورات   whileتوجه کنید دستورات داخل حلقه 
while  براي محاسبه زمان اجرا یعنی  شوند. ) اجرا می4(دستورT(n) ها را در تعداد بـار   باید هزینه

  ضرب کرده و مقادیر بدست آمده را جمع کنیم:
n n n

j j j
j j j

T(n) c n c (n ) c (n ) c t c (t ) c (t ) c (n )
  

             1 2 3 4 5 6 7
2 2 2

1 1 1 1 1  

ا در حالات مختلف بررسـی کنـیم. بهتـرین حالـت وقتـی      ر T(n)خواهیم زمان اجراي  حال می
A[i]از قبل مرتب صعودي باشد آنگاه شرط  Aاست که آرایه  key  در حلقهwhile  همواره غلط

یعنـی    whileت داخـل حلقـه   شـود و دسـتورا   فقط یک بار اجـرا مـی  هر دور   whileو دستور  است.
jtیعنی  ،شوند اصلاً اجرا نمی 6و  5دستورات  1 ان اجراي بهترین حالت برابر است با:پس زم  

  هزینه (cost)  (times)تعداد بار 
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n

j
B(n) c n c (n ) c (n ) c c (n )


         1 2 3 4 7

2
1 1 1 0 0 1  

  c n c (n ) c (n ) c (n ) c (n )        1 2 3 4 71 1 1 1  
  (c c c c c )n (c c c c ) (n)          1 2 3 4 7 2 3 4 7  

]Aبدترین حالت وقتی است که آرایه نزولی مرتب باشد، در این صورت هر بار  j]  با همه عناصر
]Aقبل خودش یعنی با عناصر  ... j ]1 jTشـود پـس    مقایسـه مـی   1 j     بنـابراین زمـان اجـراي
  بدترین حالت برابر است با:

  n(n ) n(n ) n(n )
W(n) c n c (n ) c (n ) c c c

            
 

1 2 3 4 5 6
1 1 11 1 1

2 2 2
  

  c (n ) (n )    2
7 1  

n)اسـت پـس     nبر حسـب   2تابعی درجه  W(n)دقت کنید  ) اسـت. در حالـت متوسـط     2

]Aتوان فرض کرد  می j]      از نصف عناصر قبل خودش کوچکتر اسـت کـه در ایـن صـورتj
j

T 
2

 

  شود و زمان اجراي حالت متوسط برابر است با: می

  n(n )
A(n) c n c (n ) c (n ) c

        
 

1 2 3 4
1 11 1 1
2 2

  

  n(n ) n(n )
c c c (n ) (n )

            
   

2
5 6 7

1 1 1 1 1
2 2 2 2

  

  (Amortized Analysis)الیز استهلاکی آن
شود و هزینـه زمـانی ایـن عملیـات      انجام میروي یک ساختمان داده عمل  nدر این نوع آنالیز، 

هـاي مختلفـی داشـته     شود. در واقع ممکن است عملیات انجام شده هزینه عمل سرشکن می nروي 
مل کوچـک باشـد. لازم بـه ذکـر     باشند و برخی هزینه زیادي داشته باشند ولی هزینه متوسط هر ع

هـاي آمـاري را شـامل     است که آنالیز استهلاکی با آنالیز در حالـت میـانگین متفـاوت اسـت و روش    
شود. در واقع آنـالیز اسـتهلاکی زمـان اجـراي متوسـط هـر عمـل در بـدترین حالـت را نشـان            نمی
  دهد.   می

  روش مطرح است: 3براي این نوع آنالیز 
  (Aggregate Analysis)آنالیز تجمعی  -
  (Accounting method)روش حسابرسی  -
  (Potential Method)روش پتانسیل  -
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  آنالیز تجمعی
 nکنـیم. مـثلاً    تقسـیم مـی   nآوریم سپس به  عمل را به دست می nهزینه  مجموع در این روش

ــل  ــته  Multipop(k)و  push ،popعم ــام داده    Sروي پش ــت انج ــالی اس ــدا خ ــه در ابت ــم  ک ای
)Multipop(k) ،k  عنصر از پشتهpop کند، البته اگر کمتر از  میk      عنصـر در پشـته باشـند، همـه

عمـل   nباشد ولـی   O(k)ممکن است  multipop (k)شوند) درست است که هزینه  می popعناصر 
)Oدارند پس هزینه هر عمل به صورت سرشکن شده برابر  O(n)از عملیات فوق روي هم هزینه  )1 

  است.
]Aفرض کنید آرایه  :5 مثال ..k ]0 ]Aشامل یک عدد باینري است که  1 بیت کم ارزش اسـت   0[

مقدار عدد باشد:  xبنابراین اگر 
k

i

i
x A[i]




 

1

0
2.  

xابتدا  0  یعنی عناصرA  خـواهیم   ، مـی همگی صفر هسـتندx   یـک جمـع کنـیم    عـدد  را بـا
  است: مقابلالگوریتم به صورت 

را به دسـت آوریـم.    INCعمل  nخواهیم هزینه زمانی  می
  هزینه هر تغییر بیت را یک فرض کنید.

]A)، یـک تغییـر بیـت داریـم     INCبا اولین عمل  بـا   0([
]A)دو تغییر بیت   دومین عمل، ], A[ ])1 بـا سـومین عمـل،     0

]A)یک تغییر بیت    و ... 0([
  

]Aبیت  .توان بهتر به مسئله نگاه کرد ولی می کنـد   ، تغییـر مـی  INCبا هر بار اجـراي عمـل    0[

A[ ]1 ،n 
 2 کند.  بار تغییر میA[ ]2 ،n 

 4  بار و به طور کلی
i

n , A[i] 
  2

کند که  بار تغییر می 

i , ,..., lg n   0 iدقت کنید براي  .1 lg n بیت ،A[i] تعداد کـل  کند. بنابراین  اصلاً تغییر نمی
  ها: تغییر بیت

  
lg n

i i
i i

n
n n

   

 

 
  

 
 

0 0

1 2
2 2

  

است. پس متوسط هزینه هر عمل یعنی هزینـه   INC ،n2عمل  nپس در بدترین حالت هزینه 
nمستهلک شده به ازاي هر عمل  O( )n  2 2   است. 1

اي معـادل   ند هزینـه نتوا عمل می nباشد، آنگاه نیز وجود داشته  DECنشان دهید اگر عمل  تمرین:
(nk) د.نداشته باش  

INC(A)

{

i ;

while (i k and A[i] )

{A[i] ;i i ; }

if (i k) A[i] ;}


 
  

 

0
1

0 1
1
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اسـت   iام برابـر   iعمل روي یک ساختمان داده اجرا شده است. هزینه عمـل   nاي از  دنباله :6 مثال
  است. 1باشد و در غیر این صورت هزینه عمل برابر  2توانی از  iاگر 

  ي هر عمل را بیابید.هزینه استهلاکی به ازا
  پاسخ: 

iCام iهزینه عمل    
...  10  9  8  7  6  5  4  3  2  1  operation 

...  1  1  8  1  1  1  4  1  2  1  cost 

  
lgnn

j
i

i j
C n n ( n ) n

 
       

1 0
2 2 1   عمل nهزینه  3

  n

n
  

3   هزینه میانگین هر عمل 3

  حسابرسی روش
دهیم که ممکن است شارژي کـه   در این روش به عملیات مختلف، شارژهاي مختلفی نسبت می

شـود را   دهیم، از هزینه واقعی عمل کمتر یا بیشتر باشد. مقداري که یک عمل شـارژ مـی   نسبت می
  آن عمل گویند. » هزینه استهلاك«

تر باشـد، تفـاوت ایـن دو بـه     آن عمـل بیش ـ » هزینه واقعی«یک عمل از » هزینه استهلاك«اگر 
توان بعداً بـراي   یابد. این اعتبار را می به عناصر خاصی از ساختمان داده تخصیص می» اعتبار«عنوان 

  شان است، صرف کرد. عملیاتی که هزینه استهلاکشان کمتر از هزینه واقعی
  عبارت است از:دانیم هزینه واقعی عملیات  به عنوان مثال عملیات پشته را در نظر بگیرید. می

  push , pop , Multipop(k) min(k,s)  1 1  
  است. Multipopتعداد عناصر موجود در پشته هنگام فراخوانی  sکه 

  دهیم: ولی ما هزینه استهلاکی زیر را به عملیات نسبت می
  push , pop , Multipop  2 0 0  

شود، هزینه  انجام میکه  pushتوان هر دنباله از عملیات را پشتیبانی کرد. هر  با این مقادیر، می
مقـدار در   1شـود و   اش صرف می مقدار براي هزینه 1مقداري آن،  2است، پس از شارژ  1اش  واقعی
 1شود، پس تمام عناصري که در پشته هستند، اعتبـار   شده به عنوان اعتبار ذخیره می pushعنصر 

را از اعتبـار   1ایـن   اسـت،  pop ،1انجـام شـود، چـون هزینـه واقعـی       popمقداري دارند. حال اگر 
و  push ،popکنـد. پـس از آنجـایی کـه هزینـه اسـتهلاکی        شود، دریافت مـی  می popعنصري که 
Multipop  ثابت(O(   است. O(n)عمل،  nاست پس هزینه  1((

  هزینه کل
 عداد عملیاتت
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 INC) را در نظر بگیرید. هزینه واقعی 1بیتی با  k(جمع عدد  INCبه عنوان مثالی دیگر، عمل 
  شود. هایی است که عوض می برابر تعداد بیت

واحد در نظر بگیریم. و براي تغییـر یـک بـه     2حال فرض کنید هزینه استهلاکی تغییر صفر به یک را 
کنـیم   اش می واحد از شارژش را صرف هزینه واقعی 1شود،  می 1صفر، هزینه استهلاکی صفر. وقتی بیتی 

تـوان   واحدي است که مـی  1در عدد داراي یک اعتبار  1براین هر کنیم، بنا واحد را در بیت ذخیره می 1و 
 1حـداکثر یـک بیـت را     INCآن را وقتی صرف کرد که بیت مربوطه صفر شود. از آنجایی که هـر عمـل   

داراي هزینـه   INCواحـد اسـت، پـس هـر عمـل       2برابـر   INCکند پس هزینه استهلاکی هر عمـل   می
)Oاستهلاکی    است.   O(n)داراي هزینه استهلاکی  INCعمل  nاست پس  1(

ام و iهزینـه واقعـی عمـل     iCخواهد. اگـر   تخصیص هزینه استهلاکی به هر عمل، دقت می توجه:

iĈ  هزینه استهلاکی عملi ام باشد آنگاه باید
n n

i i
i i

Ĉ C
 

 
1 1

  

  روش پتانسیل
داد ولی این روش، اعتبار را بـه صـورت پتانسـیل بـه      روش قبلی، اعتبار را به عنصر تخصیص می

  دهد. کل ساختمان داده تخصیص می
عمـل روي آن انجـام    nخـواهیم   اي است کـه مـی   وضعیت اولیه ساختمان داده D0فرض کنید 

ام روي iوضعیت ساختمان داده است پس از انجـام عمـل    iDام، iهزینه واقعی عمل  iCدهیم. 
iD 1م به اسم کنی . تابع پتانسیلی تعریف می  که به هر وضعیت ساختمان داده، یک عدد حقیقی

  دهد:   نسبت می
i(Dیک عدد حقیقی    )   

iبنابراین هزینه استهلاکی 
ˆ(C   ام برابر است با:iعمل  (

  i i i iĈ C (D ) (D )     1  
  پس کل هزینه استهلاکی برابر است با:

  
n n n

i i i i i n
i i i

Ĉ (C (D ) (D )) C (D ) (D )
  

           1 0
1 1 1

  

را برابر عناصر  ، تابع پتانسیل (Multipop , pop , push)مثلاً فرض کنید در عملیات پشته 
D)حالـت شـروع اسـت     ، کـه D0موجود در پشته فرض کنیم. در حالت پشـته خـالی    ) 0 . از 0

i(Dآنجایی که تعداد عناصر موجود در پشته عددي نامنفی اسـت پـس همیشـه     ) (D )    00 .
، یک کـران بـالا بـراي هزینـه واقعـی      عمل با توجه به تابع  nپس هزینه کل مستهلک شده براي 

  آوریم. به دست می Multipopو  popو  pushزینه مستهلک شده را براي است. حال ه
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  عنصر در پشته باشد آنگاه: sباشد و در حال حاضر تعداد  pushام روي پشته iاگر عمل 
  i i(D ) (D ) (s ) s      1 1 1  

  برابر است با: pushبنابراین هزینه مستهلک شده 
  i i i iĉ c (D ) (D )       1 1 1 2  

برابر صفر اسـت. پـس    Multipopو  popبه همین ترتیب نشان دهید که هزینه مستهلک شده 
)Oهزینه مستهلک شده هر عمل  است. بنابراین از آنجایی که هزینه مستهلک شده کران بـالاي   1(

  است. O(n)عمل برابر  nهزینه واقعی است پس هزینه واقعی 
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  خلاصه فصل
هاست. زمان اجراي یک کد را برابـر تعـداد اجـراي همـه      هدف ما، محاسبه زمان اجراي الگوریتم -1

معمولاً مرتبه زمان اجرا براي ما اهمیـت دارد،  که کنیم. و از آنجایی  دستورات آن کد تعریف می
  باید تعداد اجراي جمله اصلی را در یک کد محاسبه کنیم.

شود. سه حالت بهتـرین، متوسـط و    ها زمان اجرا در حالات مختلف، عوض می در برخی الگوریتم -2
]Aشود. مثلاً در جستجوي خطی در  بدترین مطرح می ..n]1  بهترین حالت این است که عنصر

، عنصـر  مورد جستجو با یک مقایسه پیدا شود. بدترین حالت این است که عنصر مورد جسـتجو 
مقایسه دارد. براي محاسـبه حالـت متوسـط     nآخر آرایه باشد یا اصلاً در آرایه نباشد که نیاز به 

  نیز باید امید ریاضی محاسبه کنیم.
دهـیم   اي از عملیات را روي یک ساختمان داده انجام مـی  در آنالیز استهلاکی (سرشکنی)، دنباله -3

زمان اجراي این عملیات در بدترین حالت چقـدر   خواهیم بررسی کنیم متوسط یا میانگین و می
ترین تکنیـک، آنـالیز تجمعـی اسـت کـه       است. براي این منظور سه تکنیک وجود دارد که ساده

کنـیم و نتیجـه را بـه     زمان اجراي همه عملیات را در بدترین حالت، محاسبه کرده و جمـع مـی  
  کنیم. تعداد عملیات انجام شده تقسیم می
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  تمرین
باشـد از الگـوریتمی کـه     مـی  n2100که به ازاي آن الگوریتمی کـه زمـانش     nرین مقدار کوچکت -1

  باشد، سریعتر است را بیابید. می n2زمانش 
  ي است؟ا هاي زیر از چه مرتبه زمان اجراي تکه برنامه -2

  

for(i to n)

for( j to i )
if ( j mod i )

for(k to j)
write( )

a) 






2
1

1
0

1
  

  
for(i to n)

if (odd(i)) for( j i to n) x x
else for ( j

b

to i) y y

) 
  

  

1
1

1 1
  

  

i
if (n or n ) return true
if (n mod ) return false

while (i n)
if (n mod i ) return false else i i

return

c)

true


 




  

2

3
2 3

2 0

0 2
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  ]اي فصل دوم اي چهارگزینهه سؤال[
، چنـد مرحلـه بعـدي از پیچیـدگی     O(n)در یک الگوریتم، چند مرحله اول از پیچیدگی  - 1

O(n O(nو چند مرحله آخر از پیچیدگی  4( است. پیچیـدگی کـل الگـوریتم چقـدر      2(
  )86 –(علوم کامپیوتر   است؟

1( O(n)  2 (O(n )3  3( O(n )4  4( O(n )7  

 )83دولتی  –ها  ساختمان داده(  ؟کند کدام گزینه تعداد مراحل برنامه زیر را به درستی بیان می -2

1( m n2 2  
2 (mn m n2 2  
3( m( n ) 2 1 1  
4( m( n ) 2 1 1  
  
  
  

 )77آزاد  –افزار  (مبانی نرم  چیست؟ زیر زمانی قطعه برنامه دگییپیچ - 3

1( O(n )2  
2 (O(n )3  
3( nO( )2  
4( O(n lg n)2  

 )80 –افزار آزاد  (تخصصی نرم  قطعه کد زیر چیست؟ (Order of magnitude)بزرگی  مرتبه -4

1( (n ) 2  
2 ((nm)  
3( (nm n )  2  
4( (nm n log n)   
  
  
  
  

k : ;
for i : to n do
begin

for j : to m do
k : k ;

j: ;
while j n do
begin

k : k ;
j: j;

end
end;





 




 


0
1

1
1

1

1
2

voidsum (int m,int n,floatS[ ] [ ])
{

int i, j;
for ( j ; j m; j )
{

S[n ][ j] ;
for (i ; i n ; i )

S[n ][ j] S[i][ j] ;
} }

   

 
    
  

0

1 0
0 1
1

for i : to n do
for j : to i do
for k: to n do

x : x ;




 

1
1

1
1
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 )82آزاد  –(تخصصی هوش مصنوعی   درجه الگوریتم زیر چیست؟ - 5

  for i to n do
{j i ; while j do j j div }


  

0
0 2  

1( n2  2 (n log n  3( n log n  4( n  

 )85آزاد  –(ساختمان گسسته مهندسی کامپیوتر   یر چیست؟زمانی قطعه کد ز مرتبه - 6

1( (log n)  
2 ((log(log n))  
3( (n)  
4( (n log n)  
  

 )85آزاد  –(مهندسی فناوري اطلاعات   مرتبه زمان قطعه کد زیر چیست؟ -7

1( (n log n)  
2 ((log n)  
3( (n)  
4( (n ) 2  
  
  

xزیر را در نظر بگیرید، جمله  کدقطعه  -8 : x 1 شود؟ چند بار اجرا می 

  )80آزاد  –(تخصصی نرم افزار   

1( n n n 4 29 8
6

  

2 (n n 3 2 8
4

  

3( n n3

3
  

4( n n n 3 211 9
6

  

  

i :
while i n do
begin

i : i
x : x

end





 

2

2

1

j : n
while j do
begin

for i : to n do
x : x

j
j :

end





 
    

1

1
1

2

for i : to n do
for j: i to n do
begin

k : j; r : ;
while (r k) do

begin
x : x ;
r : r

end
end ;




 


 
 

1

1

1
1
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 )79 –(علوم کامپیوتر   را تعیین کنید. TOTALشده براي  محاسبهمقدار  -9

1( NN(log )2 1  
2 (NN log2  
3( NN(log )2 1  
4( Nlog 2 1  
  
  
  

 )80 –(علوم کامپیوتر   کدام است؟ 3زیر تعداد دفعات تکرار دستورالعمل شماره  برنامهدر  -10

  
for(k ;k n ;k )

for(i ;i n k ;i )
a[i][i k] k ;

    
    
 

1 0 1
2 1
3

  

1( n2  2 (n(n )1
2

  3( n2

2
  4( n(n )1

2
  

 )81 –(علوم کامپیوتر   زمان الگوریتم زیر کدام است؟ پیچیدگی - 11

1( O(n )3  
2 (O(n)  
3( O(n log n)  
4( O(n )2  

 )85 –(علوم کامپیوتر   زمانی الگوریتم زیر چیست؟ مرتبه -12

  
for (i ;i n ;i i )

for ( j ; j n ; j j i)
x x ;

   
   
 

1 1
1

1
  

1( (n)  2 ((n ) 2  3( (n ) 3  4( (n log n)  

 )IT 83(  شود؟ زمان لازم براي اجراي قطعه برنامه زیر چگونه برآورد می میزان - 13

1( O(n )3  
2 ((n ) 3  
3( (n ) 4  
4( (n ) 4  

TOTAL : ;
for i : to N do
begin
k : N;
while(k ) do
begin

k : k DIV ;
TOTAL : TOTAL

end;
end;








 

0
1

1

2
1

sum
for(i ;i n ;i )

for( j ; j i ; j )
for(k ;k ;k )

sum ;


   
   
   
 

0
0

0
0 3

for i to n
for j n downto i

for k to n
sum sum A




 

2

1

1
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 )IT 86(  مرتبه زمانی شبه کد زیر چیست؟ -14

1( n  
2 (n 2  
3( log n  
4( n log n  

 )IT 84(  زمانی شبه کد زیر چیست؟ مرتبه -15

1( n  
2 (n2  
3( log n  
4( n log n  

 )IT 85(  چه مقدار خواهد بود؟  xاز اجراي قطعه کد زیر، مقدار نهایی  پس -16

1( n log n  2  
2 (n log n   

2
2  

3( n n log n   
2

2  
4(  n log n   21  
  

زیر در بهترین و بدترین حالت چه مقداري است و مربوط به چه   زمانی مصرفی قطعه برنامه -17
 باشد؟ مواردي می

  

for i to n do
if k mod i then

for j i to n do

k







2
0

 

  

پـذیر نباشـد و    بخـش   nبـه    kدر بهترین حالت زمان خطی است و این مربوط بـه ورودي اسـت کـه    ) 1
  است. n2پذیر باشد در اینصورت زمان  بخش nتا  1به کلیه اعداد   kزمانی است که  بدترین حالت

  kاست و این حالت مربوط به مواردي اسـت کـه     nدر بهترین حالت زمان ضریب ثابتی از ) 2
  شود. باقی حالات می است که مربوط به n2باشد و بدترین زمان   nمضربی از 

  است. n2در هر حال و در کلیه موارد زمان مصرفی  )3
 n2گیریم که زمان مصـرفی مربوطـه    باشد در بدترین حالت قرار می !nضریبی از   kاگر  )4

پـذیر نباشـد در    بخش  nتا  2به هیچکدام از اعداد   kاست که  یزمان ،است و بهترین حالت
  این صورت زمان مصرفی خطی است.

for(i ;i n ;i )
for( j ; j n ; j )
{

x ;
n ;

}

   
   

 
 

1
1

for(i ;i n ;i )
{

for( j ; j n ; j )
x ;

n ;
}

   

   
 

 

1

1

x ;
for(i ;i n;i ){

for( j ; j n ; j ) x ;
j ;
while ( j n){

x ; j j ;
}

}


   
     




   

0
1

1
1

2
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 )84 –(علوم کامپیوتر   باشد؟ زمان اجراي حلقه زیر چه می پیچیدگی - 18

  n
while(n ) n ;

   
 

0
10

  

1( O( )1  2 (n
O
 
 
 10

  3( O(n)  4( O(log n)  

 )85آزاد  –(مهندسی فناوري اطلاعات   فراوانی کد زیر در بدترین حالت چیست؟ شمار -19

1( log(n )  1  
2 (log(n )   2 3 1  
3( log n  
4( log(n )   2 4 1  
  

  

 )84 –(علوم کامپیوتر   شود؟ چند بار اجرا می processaدر تکه برنامه زیر  - 20

  
for (int i ;i N i ; i)

for (int i ;i N i ; i)
{/ Process a /}

    
    

 

0
0  

1( n

2
  2 (N2

4
  3( N 1

2
  4( (N ) 21

4
  

]Aیک آرایه از اعداد صحیح به صـورت   -21 ..m]1      مفـروض اسـت، بطـوري کـه
m

i
A[i] S




1
 

 ها است؟ باشد. در این صورت درجه اجراي الگوریتم زیر کدامیک از گزینه می

  )81(تخصصی هوش مصنوعی آزاد   

1( O(s )2  
2 (O(m s)  
3( O(m )2  
4( O(ms)  

است  nn2را که الگوریتم آن از مرتبه زمانی  16اي به اندازه  کامپیوتري در واحد زمان مساله - 22
برابر گردد این کامپیوتر همـان مسـاله را بـا چـه      131072کند. اگر سرعت کامپیوتر  حل می

  )86مهندسی کامپیوتر  –ها  داده(ساختمان   اي در واحد زمان حل خواهد کرد؟ هزاندا
1( log 16 17 17  2 (log 16 17 17  
3( 32    4( log16 131072  

i : ; j : n ;
repeat

(i j)
k :

if a[k] x then i : k
else j: k

until i j

 



  
 



1

2
1

1

T : ;
for i : to m do

for j: to A[i] do
T : T ;




 

0
1

1
1
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ي  هاي به اندازه برروي ورودي Aفرض کنید که میانگین زمان اجراي یک الگوریتم تصادفی  -23
n  برابر(n )  )92افزار  (نرم  هاي زیر درست هستند؟ ا از گزارهاست. چند ت 2

n(nآن را در زمان  Aاي باشد که  ي ورودي ممکن است داده )   حل کند. 3
  حل کند. (n)آن را در زمان  Aاي باشد که  ي ورودي ممکن است داده
)Oدر زمان  آن را Aاي باشد که  ي ورودي ممکن است داده   حل کند. 1(

1 (0  2 (1  3 (2  4 (3  
اسـت.   iام برابر iي عمل  شود. هزینه عمل برروي داده ساختاري انجام می n2اي از  دنباله -24

است. میانگین هزینه یک عمل دلخواه (یعنی مجمـوع   1باشد، وگرنه برابر  2توانی از  iاگر 
 )89افزار  نرم ی(تخصص  تر است؟ ها تقسیم بر تعدادشان) به کدام گزینه نزدیک هزینه

1 (2  2 (n  3 (3  4 (n2  

بار  nرو را  رند. عمل درج روبهدر ابتدا صف Aهاي  داده شده است. درایه nبه طول  Aي  آرایه -25
عمـل   nي  ي سرشکنی هر عمل درج (یعنی مجموع هزینه دهیم. هزینه انجام می Aبر روي 

 )91افزار  (نرم  ) کدام است؟ بهترین گزینه را انتخاب کنید.nدرج تقسیم بر 

1 (O( )1  
2 (O(lg n)  
3 (O(n)  
4 (O(lg n)2  

  
  
  

  

 )IT 91(  ي زیر کدام است؟ ي زمانی تکه برنامه هزینه - 26

1 (O(lg n)  2 (O(lg n)2  
3 (O(n)  4 (O(n )2  

  
  
  

INSERT(x)
n n
t x
for i to lg n

do if A[i]
then t t A[i]

A[i]
else A[i] t

stopand return

 


   

 




1 1
2
3 0
4 0
5
6 0
7
8

int i n;
while (i ) {

i/ ;
j i;
while( j )

j/ ;
}










1
2

1
3
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 )83خصصی نرم افزار دولتی (ت  رویه زیر را در نظر بگیرید:  - 27

 (Loop invariant)را محاسبه کند. مقدار مستقل از حلقـه   kxاین الگوریتم قرار است مقدار 
  این الگوریتم چیست؟ (یعنی چه عبارتی همواره در ابتداي حلقه درست است؟)

1( i ky a x  
2( i i ky a x  
3( i ka (ay) x  
4( i ky(ay) x  
  
  
  
  
  

 1بار و هر بار بـه مقـدار    k2بیتی در ابتدا مقدار صفر دارد. این شمارنده را  kیک شمارنده  -28
و بـرعکس   1بـه   0هاي این شمارنده (از  دهیم. مجموع تعداد تغییرات بیت واحد افزایش می

 )85(تخصصی هوش مصنوعی دولتی   چند تاست؟)

1( 
k

i
i

n




12
    2( (n ) 2  

3( 
k

i
i

n



 112

    4( (n Logn)  

 الگوریتم زیر را در نظر بگیرید: - 29

y0 
in 
while i 0  do 

yai+x . y 
i i-1 

  )82 –(علوم کامپیوتر   برابر است با: while عبارتدر شروع هر  yمقدار 

1( 
n i

k
k

k
y a x




 

0
    2( 

i
k

k
k

y a x


 
0

  

3( 
n (i )

k
k i

k
y a x

 

 


 
1

1
0

  4( 
n

k
k

k
y a x


 

0
  

function power (x , k) 
yx 
ik 
a1 
while i > 0 

do if i is odd 
then a a y   

y y y   

i
i 
  2

 

return a 
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30- n ي قد  شوند. مسئول باجه قرار است اندازه نفر با ترتیب تصادفی به صف وارد یک باجه می
بلندقدترین این افراد را به دست آورد. مسئول باجه یک برگه دارد که در ابتـدا بـر روي آن   

کند و اگر این قـد از   گیري می شود را اندازه ت. او قد هر فرد که وارد باجه میصفر نوشته اس
زنـد و بـه جـاي قـد فـرد       تر باشد، عدد برگه را خط می عدد نوشته شده بر روي برگه بزرگ

گوییم. اگر هر نفر با احتمال یکسـان   می» جایی جابه«نویسد. به این کار او عمل  ورودي را می
جایی چند تاسـت؟ بهتـرین    فرد باشد، در انتها تعداد میانگین عمل جابهبتواند بلندقدترین 

 )IT – 95(  بزرگ انتخاب کنید. nپاسخ را براي 

1 (log n2  2 (n / 2  3 ((n ) /1 2  4 (ln n  
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  ]اي فصل دوم گزینههاي چهار ه سؤالپاسخنام[
). اگر چندین مرحله پشت سرهم و نه تو در تو باشند، زمان اجراي آنها با هم جمـع  3گزینه ( -1

 ترین مرحله است: زمان اجراي کندبا متناظر  ،گیري زمان اجرا شود. و طبق قضیه ماکزیمم می

  O(n n n ) O(n )  4 2 4  
به شرطی که مقدار دهی اولیـه نشـده باشـد.    ). تعریف متغیر، دستور اجرایی نیست 3گزینه ( -2

  دهد. د اجراي هر دستور را نشان میاجدول زیر تعد
ــه ــد حلق ــه از  دقــت کنی ــا   mاي ک n) باشــد،  nو  m(شــامل   nت m  ــه  2 و داخــل حلق

n m 1 شوند. بار اجرا می  

  

for( j ...) m

s[n ][ j] m

for(i ...) m(n)

s[n ][ j] s[i][ j] m(n )

m( n )

 
 


   
 

0 1
1 0

0
1 1

2 1 1

  

x). تعداد اجراي دستور 2ینه (گز -3 : x 1 :برابر است با  

  
n i n n i n i n

i j k i j i j i

n(n )
n n n i n (n )

       


         3

1 1 1 1 1 1 1 1

11 1
2

  

 2هم غلط نیست ولـی بهتـرین گزینـه     3استفاده شده و گزینه  Oالبته در این تست از نماد 
  است.

پشت سر هم  3و  2هاي  حلقه ).4گزینه ( -4
هســتند پــس زمــان آنهــا بــا هــم جمــع  

mد که شون می lg n شود. هر دوي  می
هسـتند کـه    1ها داخـل حلقـه    این حلقه

mبایـددر   nیعنی  1زمان حلقه  lg n 
ــواب    ــس جـــ ــود. پـــ ــرب شـــ ضـــ

 n(m lg n)  .است  
  
  
  

  دستور  تعداد بار اجرا

  مجموع هم دستورات

(n).for i : to n do
begin

for j : to m do
. (m)

k : k

j:

while j n do
begin

. k : k (lg n)
j : j

end

end



  




  


1 1

12 1
1

3 1
2
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تمی اسـت یعنـی   لگـاری   whileاست. حلقه   nخطی است یعنی از مرتبه   for). حلقه 2گزینه ( -5
n.lgشوند و جواب  تو هستند در هم ضرب می در است و چون تو  lgnاز مرتبه  n .است  

,...برابر   i). دستورات داخل حلقه به ازاي مقادیر 2گزینه ( - 6 , , ,8 4 22 2 2 شـوند. فـرم    اجرا می 2

شود به صورت  که باعث اجرا می  iمقادیر 
k22  است کهk   تعداد اجراي دستورات داخل حلقه

است و بایـد  
k

n22         کـه حلقـه تمـام شـود پـس از طـرفین
k

n22     لگـاریتم بگیریـد
k lg n2  یک بار دیگر لگاریتم بگیرید ،k lg lg n صحیح است. 2گزینه  که  

تـو هسـتند ضـرب     در خطی اسـت و چـون تـو     forلگاریتمی و حلقه   while). حلقه 1گزینه ( -7
n.lg)شوند پس مرتبه زمان  می n) .است  

n). به ازاي 3گزینه ( -8 1  دستورx : x 1 ها را با  ر گزینهشود که اگ اصلاً اجرا نمیn 1 
nبه ازاي  3بررسی کنید فقط گزینه  1    شـود. بـراي یـافتن تعـداد اجـراي       برابـر صـفر مـی

x : x 1 کنیم. توجه کنیـد حلقـه    ما استفاده میگاز سیwhile   مقـدارr   تـا   1را ازk 1 

است.پس این حلقه معادل  jهمان  kدهد که  تغییر می
j

r






1

1
باشـد. پـس تعـداد اجـراي      مـی  

x : x 1 :برابر است با 

  
jn n n n n

(

i j r i j i

)

i i

(i n )(n i )
( j ) 



     

    
    

1

1 1 1 1

1 1 11 1
2

  

  
n n

i i

(n i )(n i ) n ni n ni i i n i

 

           
  

2 2

1 1

2 1 2 2 2
2 2

  

  
n n n n

i i i i
(n i n i ) (n n ) i i

   

 
          

 
   2 2 2 2

1 1 1 1

1 13 2 2 3
2 2

  

  n(n )( n ) n(n )
(n n )

         
21 1 2 1 11 3

2 6 2
  

  n( n n (n )( n ) (n ) n n        
  

  

2 31 6 6 12 1 2 1 9 1
2 6 3

  

( )     در تصاعد حسابی هر جمله برابر است با جمله قبلی بعلاوه یک مقدار ثابت بـه نـام قـدر

نسبت. مجموع جملات تصاعد حسابی برابر است با:
2

 

پس 
n

j i
( j )


 i))است با  برابر 1 ) (n ))(n i )    1 1 1

2
.  

  داد جملات).(جمله آخر + جمله اول)(تع
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  ]1401سال  ارشد مهندسی کامپیوترآزمون [
Gدار  دار و وزن گراف جهت - 1 (E,V)  باn  رأس وO(n)    یـال و زیرمجموعـۀS V  از

nهاي گراف با اندازة حداقل  رأس
هـاي گـراف    زن تمام یـال داده شده است. فرض کنید و 2

 d(u,S)کـه آن را بـا    Sاز مجموعۀ  uاز گراف، فاصلۀ رأس  uمثبت است. به ازاي هر رأس 
 دهیم عبارت است از: نمایش می

    
v S

d(u,S) min (u,v)


   

اسـت. در   Gدر گراف  vبه  uدار از  ترین مسیر جهت برابر با طول کوتاه (u,v)که در آن 
از گراف محاسبه کرد؟  uهاي  را به ازاي تمام رأس d(u,S)توان مقادیر  چه مرتبۀ زمانی می

از گـراف اسـت.    uهـاي   به ازاي تمـام رأس  d(u,S)مقدار  nدقت کنید که خروجی شامل 
  (بهترین گزینه را انتخاب کنید.)

1 (O(n )3  2 (O(n )2  3 (O(n log n)2  4 (O(n log n)  

را  Gرأس است. درخت پوشاي کمینـه   nدار و مسطح با  یک گراف وزن Gفرض کنید گراف  -2
هاي معروف بـراي   لگوریتمتوان محاسبه کرد؟ توجه کنید لزومی ندارد از ا در چه زمانی می

  محاسبه درخت پوشاي کمینه استفاده شود. (بهترین گزینه را انتخاب کنید.)
1 ((n)  2 ((n log n)  3 ((n log log n)  4 ((n ) 2  

اسـت،   jو  iهاي  کردن تعداد جفت اندیس عدد داده شده است. هدف پیدا nشامل  Aآرایه  - 3
A[i]اي که  به گونه A[ j] i j   این کار در چه زمانی قابل انجام است؟ (بهترین گزینه را .

  انتخاب کنید.)
1 (O(n log n)2  2 (O(n )2  3 (O(n log n)  4 (O(n log n)2  

 6در یک هرم بیشینه که به صورت یک درخت دودویی کامل بـا ارتفـاع    127اعداد یک تا  -4
در ایـن درخـت    100اند. حداکثر تعداد برگ با مقدار بیشتر از  سازي شده، قرار گرفته پیاده

  تواند باشد؟ چقدر می
1 (20  2 (12  3 (11  4 (2  

عدد، داده شـده اسـت. عناصـر داخـل      nل هر کدام شام Cو  Bو  Aفرض کنید سه آرایه  - 5
به صورت نزولـی مرتـب    Bبه صورت صعودي و آرایۀ  Cو  Aها متمایز هستند. آرایۀ  آرایه

A)را بسازیم که شامل عناصر  Dاست. اگر بخواهیم آرایۀ  B) C     باشد و بـه صـورت
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ترین پیچیدگی زمانی ممکـن  صعودي مرتب شده باشد و عضو تکراري نیز نداشته باشد، به
  براي این کار کدام مورد است؟ (توجه: ممکن است عناصري، در دو یا سه آرایه باشند.)

1 (O(n )2  2 (O(n log n)  3 (O(log n)  4 (O(n)  

عودي (و نه اکیداً صعودي) بر مبناي رشـد تـابع از سـمت    در کدام مورد، توابع به ترتیب ص - 6
  اند؟ چپ به راست، مرتب شده

1 (nlog n, log n, log n , n log n, log n!, log n2 2 2  
2 (nlog n, log n , log n, n log n, log n , log n !2 2 2 2  
3 (nlog n, log n, log n , log n!, log n , n log n2 2 2  
4 (nlog n, log n , log n, log n , log n!, n log n2 2 2  

O(logبا ارتفاع عدد حقیقی متمایز  nفرض کنید یک درخت دودویی جستجو بر روي  -7 n) 
پـردازش و اطلاعـات اضـافی     هاي زیر را بدون پـیش  در اختیار داریم. چه تعداد از پرسمان

O(logتوان در  می n) گر به فرزندان نگه  پاسخ داد؟ (در هر گره صرفاً یک کلید و دو اشاره
 داشته شده است.)

 دمحاسبه کوچکترین عد  
 محاسبه میانه  
  تعیین آنکه آیا عدد داده شدهx .در درخت وجود دارد  
  محاسبه مرتبه عددx  داده شده در بینn عدد ذخیره شده در درخت  

  1) 4  2) 3  3) 2  ) صفر1

داده  kعدد حقیقی و عدد  nاز  Aشود: مجموعه  مجموع بدین شکل تعریف می kمسئله  -8
وجود دارند که جمع آنها صـفر شـود. چـه تعـداد از      Aعضو از مجموعه  kست. آیا شده ا
 هاي زیر درست است؟ گزاره

  مسئله1  مجموع در زمانO(   قابل حل است. 1(
  مسئله2  مجموع در زمانO(n) .قابل حل است  
  مسئله3  مجموع در زمانO(n   قابل حل است. 2(

  1) 4  2) 3  3) 2  ) صفر1

عنصر را در نظر بگیرید. فرض کنید اطـلاع   nشامل  Aدر آرایه  xمسئله جستجوي عنصر  -9
در نیمـه دوم آرایـه    xحضور عنصر داریم که توزیع ورودي به این صورت است که احتمال 

سه برابر احتمال حضور آن در نیمه اول است. همچنین براي هر نیمه، احتمال حضور در هر 
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در  xهاي الگوریتم جستجوي خطی بـراي یـافتن عنصـر     خانه یکسان است. تعداد مقایسه
ایـه  در آر xزوج است و عـدد   Aآرایه به طور متوسط چقدر است؟ (فرض کنید طول آرایه 

  شود.) وجود دارد. ضمناً جستجوي خطی از ابتداي آرایه شروع می

1 (n 2 (n
5
8

  3 (n
3
4

  4 (n

2
  

nعنصر داده شده است. عنصري از آرایه که حداقل  nشامل  Aآرایه  -10
شده باشد بار تکرار  3

یک عضو پرتکرار را در صورت وجود  Aخواهیم در آرایه  نامیم. می را یک عضو پرتکرار می
کنـیم: ابتـدا    پیدا کنیم. براي این کار از یک روش تقسیم و غلبه به این صورت استفاده می

هـا بـه طـور     کنیم و در هر کدام از قسـمت  آرایه را به سه قسمت با اندازه برابر تقسیم می
کنیم. سپس میزان تکرار هر کدام از  شتی در صورت وجود یک عضو پرتکرار را پیدا میبازگ

کنیم و در صورتی که میزان تکـرار هـر    این سه عضو پرتکرار را در آرایه اصلی جستجو می
nعضو حداقل 

گـردانیم. کـدام گـزاره در     بود آن عضو را به عنوان عضو پرتکـرار برمـی   3
  است.) 3توانی از  nخصوص این الگوریتم درست است؟ (فرض کنید 

O(n) زمان اجرا 1 log n) کند. است، اما الگوریتم لزوماً درست کار نمی  
O(n) زمان اجرا 2 log n) کند. است و الگوریتم درست کار می  
  کند. ست، اما الگوریتم لزوماً درست کار نمیا O(n)) زمان اجرا 3
  کند. است و الگوریتم درست کار می O(n)) زمان اجرا 4

عـدد صـحیح    nخانه اول ایـن آرایـه    nرا در نظر بگیرید. فرض کنید در  Aآرایه نامتناهی  - 11
پر شـده   ي آرایه با ها اند و بقیه خانه متناهی به صورت مرتبه شده (صعودي) قرار گرفته

در آرایه وجـود دارد یـا    xخواهیم بررسی کنیم آیا عدد  داده شده می xاست. به ازاي عدد 
را از قبل  nتوان به این پرسش پاسخ داد؟ (با فرض آن که مقدار  خیر. با چه مرتبه زمانی می

  دانیم.) نمی
1 (O(n)  2 (O(log n)2  3 (O(log n)  4 (O( )1  

یال باشد. مسئله زیر را در  mرأس و  nیک گراف بدون جهت و بدون وزن با  Gفرض کنید  -12
 نظر بگیرید:

و  uترین مسیرها بین  آیا تعداد کوتاه ،kداده شده و پارامتر ورودي  vو  uبه ازاي دو رأس 
v  حداقلk است؟ کدام گزینه در مورد این مسئله درست است؟  
اي براي این مسئله ارائه داد، اما زمـان اجـراي    توان الگوریتمی با زمان اجراي چندجمله ) می1

  خطی باشد. mو  nتواند برحسب  این الگوریتم نمی
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O(mي توان الگوریتمی با زمان اجرا ) می2 n) .براي این مسئله ارائه داد  
  تمام است. –پی  ) این یک مسئله ان3
  سخت است. –پی  ) این یک مسئله ان4
  

  ]1401سال  ITارشد آزمون [
، در صورت اول بودن آن، nخواهیم تابعی داشته باشیم که براي عدد طبیعی داده شده  می - 13

و در صورت اول نبودن آن مقدار صفر را برگرداند. در تابع زیر بـراي ایـن منظـور،     1دار مق
  که الگوریتم همواره درست جواب دهد، کدام است؟ Aکمترین مقدار 

1 (n 
   

2 (n 
 5

  

3 (n 1  

4 (n 
 2

  

  

  مرتبه زمانی الگوریتم زیر، کدام است؟ -14
  
1 ((n ) 2  
2 ((n)  

3 ((n )
3
2  

4 ((n log n)  
  
  

دانیم بـه ازاي یـک انـدیس     از اعداد صحیح متمایز داده شده است. می nاي به طول  آرایه -15
(n k )k 1  تا  1عناصر آرایه از خانهk   به صورت صعودي و از خانـهk   تـاn    بـه صـورت

ترین عـدد ذخیـره شـده در آرایـه را بیـابیم، بهتـرین        نزولی هستند. اگر بخواهیم بزرگ
براي الگوریتم از  kهاي زیر است؟ (فرض کنید  پیچیدگی زمانی الگوریتم کدام یک از گزینه

  نیست.) قبل مشخص
1 (O(log n)  2 (O( n )  3 (O( )1  4 (O(log n)2  

sum
i
while (i n){

j
while ( j i) {

sum sum
j j

}
i i

}








 

 

 

0
1

0

1
1

2

Is _ ime(n){
for i to A {

if (n mod i )
return

}
return

}

Pr



2

0
0

1
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را به صورت زیـر   mypushداریم. تابع  popو  pushفرض کنید یک پشته با اعمال اساسی  -16
  کنیم: به پشته اضافه می

  
  
  
  
  

را بـا ترتیـب    mypushو  popو  pushتـابع   nاي از  پشتۀ خالی، دنبالهاگر با شروع از یک 
دلخواه روي پشته اجرا کنیم، هزینۀ اجراي این توابع بـه صـورت سرکشـن کـدام اسـت؟      

  (بهترین گزینه را انتخاب کنید.)
1 ((log n)  2 ((n)  3 ((log log n)  4 (( ) 1  

یک عدد طبیعی دلخواه باشد. چه تعداد  nتر از یک و  دو عدد ثابت بزرگ bو  aفرض کنید  -17
 هاي زیر درست است؟ از گزاره

a blog n O(log n)   alog n O(log n )   a nn O(b )   
  3) 4  1) 3  ) صفر2  2) 1

nx,xداده شده، همه مقادیر  nو  xدو عدد طبیعی به ازاي  - 18 ,..., x2    را با چند عمـل ضـرب
  توان محاسبه کرد؟ (توجه کنید تنها عمل مجاز، ضرب دو عدد است.) می

1 ((log n)  2 ((n ) 2  3 ((n)  4 ((n log n)  

را در یک درخت دودویی جستجو درج کرد، به  7تا  1توان اعداد  به چند ترتیب مختلف می -19
هاي زیر (از چپ به راست) به دست  اي که درخت نهایی مشابه درختی شود که از درج گونه

,  آید؟ می , , , , ,1 5 6 7 2 4 3  
1 (2  2 (15  3 (1  4 (10  

عدد است. براي مرتب کـردن   1401یار داریم که هر یک شامل دو لیست مرتب شده در اخت - 20
  این دو لیست در بدترین حالت، حداقل چند مقایسه مورد نیاز است؟

1 (1400  2 (2801  3 (1401  4 (2802  
تومـانی خـرد    8و  7، 1هـاي   خواهیم با کمترین تعداد سکه تومان پول را می nفرض کنید  -21

 nرا اجرا کنیم، به ازاي چنـد عـدد طبیعـی مختلـف      کنیم. اگر الگوریتم حریصانه متعارف
  ؟آید نمیجواب بهینه توسط الگوریتم به دست 

  ) صفر4  1) 3  ) نامتناهی2  7) 1

mypush(S,x) :
while stack S is not empty :

y S.pop( )
if x y :

exit the while loop
end while

S.push(x)



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هاي گراف با یکی  یال داده شده است. هر یک از یال mرأس و  nشامل  Gگراف بدون وزن  - 22
 1ین مسـیر از رأس  تر خواهیم کوتاه آمیزي شده است. می از سه رنگ سبز، آبی و قرمز رنگ

را پیدا کنیم که رنگ هر دو یال مجاور در مسیر متفـاوت باشـد. در چـه زمـانی      nبه رأس 
  توان این کار را انجام داد؟ (بهترین گزینه را انتخاب کنید.) می

1 (O(m n)  
Pاي ارائه داد، مگر آنکه  توان راه حل چندجمله ) براي این مسئله نمی2 NP .باشد  
3 (O(n )2  
4 (O(n log n m)  

اسـت.   ifو  isاُم به ترتیـب  iکار در اختیار داریم. زمان شروع و خاتمه کار  nفرض کنید  -23
توان به وسیله ایـن   خواهیم بیشترین تعداد کاري که می زنده در اختیار داریم. مییک پردا

پردازنده اجرا کرد را محاسبه کنیم. طبیعی است دو کاري که اشتراك زمانی داشته باشـند  
توانند بوسیله یک پردازنده همزمان اجرا شوند. براي حل این مسئله الگوریتم حریصانه  نمی

شـوند.   ت. کارها براساس یک پارامتر به صورت صعودي مرتـب مـی  متعارف بدین شکل اس
براساس ترتیب فوق، کارها پردازش شده و اگر هر کار با کارهاي قبلی که در خروجی قـرار  

گیـرد. بـه ازاي چـه تعـداد از      پوشانی زمانی نداشته باشد در خروجی قرار مـی  گرفته، هم
 ؟کند پارامترهاي زیر الگوریتم فوق درست کار می

i is f   if   
is   i if s   

1 (2  2 (4  3 (1  4 (3  

هـا   یال باشد. اگر وزن mرأس و  nدار، همبند و بدون جهت با  یک گراف وزن Gفرض کنید  -24
 درست است؟ هاي زیر متمایز باشد، چه تعداد از گزاره Gدر 

  درخت پوشاي کمینهG .یکتاست  
  درخت پوشاي کمینهG اي برحسب  در زمان چندجملهn  وm .قابل محاسبه است  
  درخت پوشاي بیشینهG اي برحسب  در زمان چندجملهn  وm  قابل محاسبه نیست، مگر

P NP.  
  اگرH  یک زیرگراف القاییG رخت پوشاي کمینه هاي د باشد، یالH   (در صورت وجـود)

  است. Gهاي درخت پوشاي کمینه  زیرمجموعه یال
  ماکزیمم درجه درخت پوشاي کمینهG .شش است  
1 (2  2 (4  3 (1  4 (3  
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  ]1401علوم کامپیوتر سال ارشد آزمون [
  اي است؟ خروجی الگوریتم زیر از چه مرتبه -25

1 (n  

2 (n  
3 (n n  
4 (n lg n  

  اي است؟ از چه مرتبه T(n)با توجه به رابطه بازگشتی زیر،  - 26

  
n nT( ) T( ) (n )

T( ) ( )

  

  

1 22 2
1 1

  

1 (lg n  2 (n3  3 (lgn 2 3  4 ((lg n)3  

خواهیم نشان دهیم زمان یا حافظه یک الگوریتم، حداقل از مرتبـه تـابعی    هنگامی که می - 27
fمانند  :   است، از کدام نماد باید استفاده کنیم؟  

1 (o 2 (  3 (  4 (O  

 ها درست است؟ گزاره یا گزاره کدام -28

توان در درایـه بـا    با کلیدهاي متمایز می MAX heapالف) سومین بزرگترین کلید در یک 
  باشد. 2اندیس 

تـوان در درایـه بـا     با کلیدهاي متمایز می MAX heapب) سومین بزرگترین کلید در یک 
  باشد. 6اندیس 

  ) فقط الف1
  ) فقط ب2
  ) الف و ب3
  کدام ) هیچ4
  

j
i
while(i n)

j j i
i i

pr jint





  
 

0
1

2
4
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 تبدیل کرد؟ AVL) به درخت rotationتوان با یک چرخش ( ها را می کدام درخت یا درخت - 29

، درختی است که در آن بـراي هـر رأس، قـدرمطلق اخـتلاف ارتفـاع زیـر        AVLدرخت 
 AVL) در درخت rotationهاي راست و چپ، حداکثر یک است. همچنین چرخش ( درخت

  شود. یسیاه تعریف م –مانند چرخش در درخت قرمز 
  
  ) فقط الف1
  ) فقط ب2
  ) هر دو3
  کدام ) هیچ4
  

کنـیم.   عدد اجـرا مـی   4اي شامل  ) را روي آرایهQuick sortسازي سریع ( الگوریتم مرتب -30
  باشد؟ تواند نمیها چه عددي  تعداد مقایسه

1 (3  2 (4  3 (5  4 (6  

اي  مرتبـه حداقل حافظه کمکی لازم براي دو عمل زیر، به ترتیب از راست به چـپ از چـه    - 31
 است؟

  عضوي n) یک طرفه linked listبرعکس کردن یک لیست پیوندي ( -
  عضوي n) دو طرفه linked listبرعکس کردن یک لیست پیوندي ( -
1 (n  وn  2 (n  و  1) 3  1وn  4 (1  1و  

(جستجوي اول عمق) را روي گراف زیر و  DFS(جستجوي اول سطح) و  BFSدو الگوریتم  -32
اگر چند رأس بـراي انتخـاب    DFSیا  BFSکنیم. در هر گام از  جرا میا Sبا شروع از رأس 

کنیم که از نظر ترتیب الفبـاي انگلیسـی زودتـر باشـد.      وجود داشت، رأسی را انتخاب می
 eو  aس نامیم. فاصـله دو رأ  می DTو  BTرا به ترتیب  DFSو  BFSهاي حاصل از  درخت

  به ترتیب از راست به چپ چند است؟ DTو  BT) در sاز همدیگر (و نه از 
  1و  1) 1
  1و  3) 2
  3و  1) 3
  3و  3) 4
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  شود؟ ) انجام میstackسازي معمولی کدام مورد با داده ساختار پشته ( پیاده - 33
1 (Radix sort    2 (Insertion sort 

3 (Quick sort    4 (Bubble sort  
 ها درست است؟ کدام گزاره یا گزاره -34

  باشد. 9تواند  کلید می 10) با binary search treeالف) ارتفاع یک درخت جستجوي دودویی (
,...,ها کلیدها اعداد  ب) اگر داده ,7 2 باشند فقط یک درخت جستجوي دودویی به ارتفاع  1

  وجود دارد. 2
  کدام ) هیچ4  ) الف و ب3  ) فقط ب2  ) فقط الف1

35- G  یک گراف همبند باn  رأس وe هـاي   دانیم که وزن همـه یـال   یال است. همچنین میG 
از چـه   G(پوشـاي) کمینـه   یکسان است. بهترین زمان براي یافتن یک زیردرخت فراگیـر  

  اي است؟ مرتبه
1 (e 2 (n 3 (n lg n  4 (elg n  

رأس  nبـا   Tقصد داریم الگوریتمی طراحی کنیم که با ورودي گرفتنِ یک درخت دودویـی   -36
ر از درخت جستجوي دودویی است یا خیر. بهترین زمان براي ایـن کـا   T(گره) تعیین کند 

  اي است؟ چه مرتبه
1 (n 2 (n lg n  3 (n2  4 (n lg n2  

در  sاز  aکنـیم. فاصـله    اجرا مـی  sالگوریتم دایکسترا را روي گراف زیر و با شروع از رأس  -37
چنـد بـار تغییـر     sاز  aد. هنگام اجراي الگوریتم، فاصـله  شو در نظر گرفته می ابتدا 

  کند؟ می
1 (1  2 (2  
3 (3  4 (4  
  

) بـا زمـان   greedyمسـئله زیـر داراي الگـوریتم حریصـانه (     3کدام مسئله یا مسـائل از   - 38
پشتی کسـري / زیردرخـت فراگیـر (پوشـاي)      / کوله 1و  0پشتی  اي است؟ کوله چندجمله

  )MSTکمینه (
  1و  0تی پش ) فقط کوله1
  و زیردرخت فراگیر (پوشاي) کمینه 1و  0پشتی  ) فقط کوله2
  پشتی کسري و زیردرخت فراگیر (پوشاي) کمینه ) فقط کوله3
  پشتی کسري ) فقط کوله4
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یال از چه مرتبه  eرأس و  nبهترین زمان براي تعیین دوبخشی بودن یا نبودن یک گراف با  -39
افراز  Bو  Aهاي آن را به دو بخش  بتوان رأس زمانی است؟ (گراف دوبخشی یعنی گرافی که

  داشته باشد.) Bو یک سر در  Aیک سر در  Gکرد به طوري که هر یال 
1 ((n e)     2 ((ne)  
3 ((ne) مسئله 4  اي اما چندجمله (NP hard .است  

 ) درست است؟Network Flowها ( ها در مورد مسئله جریان (شار) در شبکه دام گزاره یا گزارهک - 40

1الف) اگر ظرفیت هر یال مضرب 
1باشد، مقدار جریان (شار) بیشینه نیز مضرب  2

  است. 2
  برابر با مقدار جریان بیشینه است. ) وجود دارد که ظرفیت آنcutب) دقیقاً یک برش (

  ) هیچ کدام4  ) هر دو3  ) فقط ب2  ) فقط الف1

 درست است؟ Pها در مورد کلاس  کدام گزاره یا گزاره -41

Lالف)  P  اگر و تنها اگر الگوریتمA   موجود باشد که براي هر ورودي به طـولn   ،بیـت
cعدد ثابت  0  موجود باشد کهA  در زمانcO(n   پاسخ درست را بدهد. (

Lب)  P  اگر و تنها اگر براي هر ورودي به طولn  بیت، الگوریتمA   و عدد ثابـتc 0 
cO(nدر زمان  Aموجود باشد که    درست را بدهد. پاسخ (

  ) هیچ کدام4  ) هر دو3  ) فقط ب2  ) فقط الف1

42- G هاي مثبت و با  دار با وزن یک گراف وزنn       رأس است؛ بـه طـوري کـه بیشـترین درجـه
lgها  رأس n  است. کدام الگوریتم براي محاسبه فاصله هر دو رأس از همدیگر مرتبه زمانی

  به اندازه کافی بزرگ است.) nبهتري دارد؟ (فرض کنید 
  فورد (با شروع از هر رأس) –بار بلمن  n) 2    وارشال –) فلوید 1
3 (n  بارBFS (با شروع از هر رأس)  4 (n (با شروع از هر رأس) بار دایکسترا  

fفرض کنید  -43 :     یک تابع باشد که براي هـرi  محاسـبه ،f (i)   در زمـان( i ) 
iکه  jو  iچنین براي هر  ممکن باشد. هم j n  1 کنیم: تعریف می 

  
i k j

f (i) : i j
g(i, j) max{g(i,k ) g(k, j)}: i j

 

    
1  

)gمحاسبه  ,n)1 شود، از چه  اي که از رابطه بالا حاصل می با الگوریتم پویا (دینامیکی) ساده
  مرتبه زمانی است؟

1 (n n2  2 (n2  3 (n3  4 (n n3  

 اگر
 اگر
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nbفرض کنید  -44 b b ...b 1 باشد. منظـور از یـک    حرفی با یک الفباي  nک رشته ی 2
زیردنباله  n2داراي  bاست (بنابراین  bهاي  ، یک رشتۀ حاصل از حذف برخی حرفbدنبالۀ 

 زیردنبالۀ آن نیست. yxاست اما  zxywyyیک زیردنبالۀ  xyyاست) به عنوان مثال 

اي است که قرائت آن از چپ برابر با قرائـت آن   چنین منظور از یک رشته متقارن، رشته هم
  متقارن است. از راست باشد؛ به عنوان مثال 

iترین زیردنبالۀ متقارن  طول طولانی i jb b ...b1  را باB[i, j]  دهـیم. همچنـین    نشان مـی
  کنیم: تعریف می

  x max{B[i, j ],B[i , j]}  1 1  
  y B[i , j ]  1 1  

iهایی که jو  iکدام گزینه براي  j درست است؟  

1       (i j

i j

x : b b
B[i, j]

y : b b

    1
  

2       (i j

i j

x : b b
B[i, j]

y : b b

    2
  

3       (i j

i j

x : b b
B[i, j]

y : b b

    

1
1

  

4       (i j

i j

x : b b
B[i, j]

y : b b

    

1
2

  

  

  اگر
 اگر

  اگر
 اگر

  اگر
 اگر

  اگر
 اگر
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  ]1401سال  ارشد مهندسی کامپیوترآزمون پاسخنامه [
هـا را بـرعکس    کنیم و جهت یـال  را کلاً تبدیل به یک سوپر نود می Sزیرمجموعۀ  ).4گزینه ( -1

ــود کــرده و  ــاچی   دایجســترا مــی Sاز ایــن ســوپر ن ــا هیــپ فیبون زنــیم. مرتبــه دایجســترا ب
O(e n lg n)     است که چون گـراف خلـوت اسـت(e O(n))    پـس مرتبـهO(n lg n) 

 باشد. می

 شود. با مرتبۀ خطی پیدا میاست که  Gدوگان  Gفرض کن  ).1گزینه ( -2

  

Let T and T : null , G G , G G

while true

if G and G are empty then ret [T,T ]

v : vertex in G or G

if v contains a self loop

f : edge with the selfloop

G : G \ f , G : G \ f

if v belongs to G then T : T {f}

if v belongs to G then T : T {f

  

 



 

 



  





 





1 1

1 1

1 1

1 1 1 1

1

1



 }

if v contains no selfloop and belongs to G

E : set of edges incident on v

e : edge in E with min weight

G : G / e

G : G \ e

T : T {e}

if v contains no self loop and belongs to G

E : set of edges incident on v

e : edge in E with max weight

G : G \ e

 















1

1 1

1 1

1

1 1



G : G / e

T : T {e}

 

 





1 1


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jA[i]نامســاوي داده شــده را بــه شــکل  ).3گزینــه ( -3

i A[j]  بنویســد. فــرض کنــیم آرایــه

A[ ..n]1 کنـیم)   کنیم و بعداً مقایسه مـی  است و عنصر صفر ندارد (اگر صفر داشت حذف می

A[i]سازیم اولی شامل عناصر  را می Cو  Bیه سپس دو آرا
i

jو دومی شامل  
A[ j]   که زمـان

(n) هاي  شود سپس آرایه صرف میB  وC  کنـیم. سـپس تـک تـک      را صعودي مرتب مـی
B[i]کنیم با این هـدف کـه    دویی میجستجوي دو Cرا در  Bعناصر  C[j]    بزرگتـر پیـدا

O(nشود که این مراحل زمان  lg n) خواهد. می 

 توانند همزمان در سطح آخر باشند. می 100عدد بیشتر از  12حداکثر  ).2گزینه ( -4
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هـا را   کنیم و هنگام ادغـام تکـراري   یادغام م Aرا برعکس کرده و با آرایه  Bآرایه  ).4گزینه ( -5
Aکنیم و سپس  حذف می B  را باC کنـیم و از   ها را حذف می کنیم و غیرتکراري ادغام می

 داریم. هر تکرار فقط یک نمونه نگه می

nlg  ).4گزینه ( - 6 n lg n lg n lg n lg n n lg n lg n! n lg n    2 2 22  

O(lgموارد اول و سوم با زمان  ).3گزینه ( -7 n)      قابل پاسخ اسـت. مـوارد دوم و چهـارم زمـان
O(n) .نیاز دارد 

O(nو مسئله دوم در زمـان   O(n)مسئله اول در زمان  ).4گزینه ( -8 lg n)     .قابـل حـل اسـت
O(nتوان در زمان  مسئله سوم را می را پیدا کنـیم کـه    Aعنصر  3حل کرد. در واقع باید  2(

A[i]جمعشان صفر شود یعنی  A[ j] A[k]  0. 

O(nرا بــا زمــان   Aبــراي ایــن منظــور    lg n)      مرتــب کــرده و تســاوي را بــه شــکل
A[i] A[ j] A[k]   در آرایه مرتب دانیم یافتن دو عنصر  نویسیم. می میA  که جمعشان

x  شود یعنیA[i] A[j] x   از مرتبهO(n)  است پس به ازاي هر عنصرA   این بررسـی
O(nدهیم که مرتبه  را انجام می   شود یعنی: می 2(

  for (k to n)

is there i and j that A[i] A[ j] A[k]


  

1  

nدر  xاگر احتمال حضور  ).2گزینه ( -9
nدر  xباشد احتمال حضـور   pخانۀ اول  2

خانـۀ دوم   2
p3  است. پسn np p 3 12 nیعنی  2 n( )p 3 12 pدر نتیجه  2 n 1

. متوسط تعداد 2
 برابر است: xمقایسه 

       n n n
... ... n

n n n n n n
              

1 1 1 3 3 31 2 1 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

  

        n n n
... ... n

n
          
 

1 1 2 3 1 2
2 2 2 2

  

  
     n n n nn

n

   
  

 
2 2 2 21 3 11

2 2 2
  

  
n nn n n n n n

n n

               

22 9 3 2 2
4 2 4 21 1 2 9 6

2 2 2 8
  

  n n n n
n n

n n

       

2 21 5 4 5 4 5 52
2 4 8 8 8

  
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زمان اجراي این الگوریتم حـداکثر   ).1گزینه ( -10 nT(n) T (n) (n lg n)    3 اسـت   3

2کنـد مـثلاً بـراي آرایـه زیـر       ولی لزوماً درست کار نمـی  2 1 3 1 4 3 1 4 
 کند. است ولی الگوریتم لزوماً آن را پیدا نمی 1عنصر پرتکرار وجود دارد و 

]Aرا بـا   xیک نوع جستجوي دودویی به این صورت کـه   ).3گزینه ( -11 ]Aو  1[ ]Aو  2[ و  4[
A[ ]Aو  A[i]و ...  8[ i]2 کنـیم و اگـر    مقایسه میx A[i]  وx A[ i] آنگـاه آرایـۀ    2

A[i.. i]2 کنیم. را جستجوي دودویی معمولی می 

مسئله را حل کـرد.   BFSتوان با تغییراتی در  دار می در گراف بدون وزن غیرجهت ).2گزینه ( -12
تـرین مسـیر    که معرف طول کوتاه distanceکنیم:  براي هر نود دو مقدار ذخیره می BFSدر 

تعداد این کوتـاهترین مسیرهاسـت. در ابتـدا مقـدار      معرف pathsاز مبدأ به نود جاري است. 
distance  براي مبدأ صفر و براي بقیه رئوس  است و مقدارpaths    و بـراي   1بـراي مبـدأ

خـواهیم یـک فرزنـد از نـود      کنیم، هر زمان که می پیمایش می BFSبقیه صفر است. حال با 
 و انتخاب داریم:فعلی را به صف اضافه کنیم، د

distance[child]اگر  distance[current] 1   به این معنی است که مسیري از مبدأ بـه
ــی        ــرار مـ ــود دارد. قـ ــی وجـ ــیر قبلـ ــر از مسـ ــول کمتـ ــا طـ ــد بـ ــود فرزنـ ــیم  نـ دهـ

distance[child] distance[current] 1  ــین paths[child]و همچن paths[current] 
  دهیم. قرار می
dist[child]ولی اگر  dist[current] 1  به این معنی است که تمام کوتاهترین مسیرها

رود به تعداد کوتاهترین مسیرهاي نود فرزند اضافه خواهد  که از رأس مبدأ به رأس جاري می
شد. علت این است که آنها اندازه یکسان با کوتاهترین مسیرِ نود فرزند بعـد از اضـافه کـردن    

پس ما مقـدار فاصـله نـود فرزنـد را تغییـر      کند دارند.  یال که نود جاري را به فرزند وصل می
  دهیم. ِ نود جاري افزایش میpathsِ نود فرزند را با مقدار pathsدهیم ولی مقدار  نمی

  



  طراحی الگوریتم  

 

566 

  ]1401سال  ITارشد  آزمونپاسخنامه [
به هیچ یک از اعـداد اول   nباید بررسی کنیم که آیا  nبراي بررسی اول بودن عدد  ).1گزینه ( -13

nتا  2 
  پذیر هست یا نـه. درواقـع بزرگتـرین عـددي کـه ممکـن اسـت         بخشn   بـر آن

nپذیر باشد  بخش 
   است. پس کافی است عددn  تا  2را به اعدادn 

     تقسـیم کنـیم
 پذیر بود اول نیست و در غیر این صورت اول است. به هر یک بخش

نیــز  iشــود و مقــدار  بــار اجــرا مــی iبــه تعــداد  iحلقــه داخلــی بــه ازاي هــر  ).2زینــه (گ -14
k ,..., , ,22 2 2 kاست که  1 n2    پس تعداد اجراي دستور اصـلی یعنـی .sum sum i  

k...برابر   1 2 kیعنی  2 12 )kاست که از مرتبۀ  1 )  است. (n)یعنی  2

اي بایتونیـک نـام دارد و بـراي یـافتن مـاکزیمم کـافی اسـت شـبیه          چنین آرایـه  ).1گزینه ( -15
که عنصر وسط را با قبل و بعدش مقایسه کنـیم  جستجوي دودویی عمل کنیم به این صورت 

 شود: فهمیم که نیمی از عناصر باید حذف شوند یا ماکزیمم پیدا می و با این مقایسه می

  A[mid ] A[mid] A[mid ] goto A[mid .. high]     1 1 1  
  A[mid ] A[mid] A[mid ] goto A[low .. mid ]     1 1 1  

  A[mid ] A[mid] A[mid ] A[mid] is max    1 1  
 popو  mypushو  pushبه ترتیـب بـه   را  0و  2و  2کافی است هزینه استهلاکی  ).4گزینه ( -16

شـود و   شود هزینه واقعیِ یک مصرف مـی  می pushنسبت دهیم در این صوري وقتی عنصري 
یـا هنگـام    popشود که این یک واحـد هنگـام    یک واحد پول در عنصرِ پوش شده ذخیره می

نیز عناصـري کـه از پشـته     mypushمصرف خواهد شد. هنگام  mypushخارج شدن توسط 
واحـد   2شـوند و   شوند خود ذخیرة یک واحد دارند و آن را مصرف کرده خـارج مـی   رج میخا

شـود و یـک    کنیم، یک واحدش صرف قرارگیري عنصر در پشـته مـی   پولی که ما پرداخت می
)شود پس هزینه استهلاکی هر عمل  واحد در عنصر ذخیره می )  است. 1

alogستند. هر سه درست ه ).4گزینه ( -17 n  وblog n  کهa,b 1 رشد هسـتند. و   ثابت هم
alog n  برابرa log n  است که باlog n رشد است. تابع  همan اي اسـت کـه از    چندجمله

 رشد کمتري دارد. nbتابع نمایی 

تـوان محاسـبه کـرد. بـه ایـن       ها را فقط با یک عمل ضرب مـی ixهر یک از این  ).3گزینه ( -18
ixکافی است  ixصورت که براي یافتن  1  را درx     ضرب کنیم پس محاسـبه تمـامی ایـن

ix ها زمان(n) خواهد. می 



  هاي جامع ارشد و دکتري آزمون   

 

567 

شکل درخت به شـکل مقابـل اسـت و تعـداد حـالات       ).4گزینه ( -19
 ممکن برابر است با:

  !

! !


5 10
3 2

  

  ا بررسی کنید!علت این ر
  
  

mعنصري  nو  mحداکثر مقایسه ادغام دو لیست مرتب  ).2گزینه ( -20 n 1 باشـد پـس    می
  1401 1401 1 2801. 

)سـکه دارد   7با حریصانه نیاز بـه   14مبلغ  ).2گزینه ( -21 )     8 1 1 1 1 1 ولـی جـواب    1
)سکه است  2بهینه  )7 . وقتی به ازاي حداقل یک حالت، حریصـانه بـراي مسـئله سـکه     7

دهد. درواقع جواب چنین سـؤالی   شمار حالت وجود دارد که جواب نمی جواب بهینه ندهد. بی
 نهایت است. یا صفر یا بی

سازیم به  را می Gگراف  Gایده جالبی براي حل این مسئله وجود دارد. از گراف  ).1گزینه ( -22
دهـیم. و   به سه رنگ مختلف قرار مـی  Gسه رأس در  Gاین صورت که به ازاي هر رأس در 

به رئوسِ با  Gدر  iمعادلِ  xوجود داشت از رأس با رنگ  Gدر  jو  iبین  xاگر یالی با رنگ 
با  BFS، سه بار Gکنیم. پس از ایجاد  وصل می xهایی با رنگ  یال j معادلِ xمتفاوت رنگ 

 زنیم. می 1شروع از رئوسِ متناظرِ رأس 

براي این مسئله دو الگوریتم حریصانه وجود دارد یکـی براسـاس ترتیـب صـعودي      ).3گزینه ( -23
if نزولی ها و دیگري براساس ترتیبiS    ها که در سؤال گفته صعودي پس فقـط یـک مـورد

 درست است.

 mو  nبرحسـب   MSTیکتاست و زمان محاسـبۀ   MSTها متمایز است پس  وزن ).1گزینه ( -24
توان به آن رسید. درخت پوشاي بیشینه  هاي کراسکال و پریم می اي است و با روش چندجمله

ها قرینـه شـوند و سـپس     ي کمینه را دارد و مثلاً کافی است وزن یالهمان زمان درخت پوشا
MST :یافت. براي نقض گزاره چهارم به مثال صفحه بعد توجه کنید 
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 MST(H)در  bdنیسـتند، یـال    MST(G)هـاي   زیرمجموعـه یـال   MST(H)هـاي   یال
  نیست. MST(G)لی در هست و

 7گزاره آخر نیز نادرست است و براي نقض آن مثلاً یک درخت ستاره که درجۀ رأس مرکزي 
دارد. پس فقـط   7این درخت خود درخت است که رأس درجۀ  MSTاست را در نظر بگیرید. 

  هاي اول و دوم صحیح هستند. گزاره
  
  

  ]1401مپیوتر سال علوم کاارشد  آزمونپاسخنامه [
   ).1گزینه ( -25

  
k

k

i ...

j ... ...             

2 3

2 2 1
1 4 4 4 4

0 2 2 2 4 2 2 4 2 4 2 2 4 2 4 2 4
  

kیابـد کـه    باشد. الگوریتم وقتی خاتمه مـی  می jخروجی الگوریتم  n4    یعنـیnk log4 
  کنیم: را محاسبه می jحال 

  k kj ... ( ... )           2 1 12 2 4 2 4 2 4 2 1 4 4  

  
k

k( ) (n ) (n)


      


4 1 2 22 4 1 1
4 1 3 3

  

   ).4گزینه ( -26

   n mn n m
T( ) T( ) cn T(m) T clg m    21 2 22 2

2
  

  (lg m) T(n) (lg n)    3 3  
f)گوییم زمان یا حافظه یک الگوریتم  وقتی می ).2گزینه ( -27 )     است یعنی زمـان یـا حافظـه

 بیشتر یا مساوي است. fاست یعنی از مرتبۀ  fآن الگوریتم حداقل هم مرتبه با 

kامین بزرگترین کلید که  kشمار کلید،  در یک هرم بیشینه با بی .)3گزینه ( -28 1  توانـد   مـی
kتا  2در اندیس  2  باشد پس هر دو گزاره صحیح هستند. 1

هر نودي را بررسـی کنیـد بـا یـک دوران     » الف«در  ).2گزینه ( -29
را به چپ دوران دهـیم   4ر اگ» ب«شود. در  درخت متوازن نمی

 شود: درخت متوازن حاصل می
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n)ها در روش سریع از مرتبۀ  حداقل تعداد مقایسه ).1گزینه ( -30 lg n)  هـایی   اسـت. در روش
nمثل حبابی و درجی حداقل تعداد مقایسه  1 .است 

aهاي مختلف (فرض کنید  حالت b c d  : (  

    
)توان یک لیست یکطرفه را معکوس کرد کـه حافظـه کمکـی     متغیر می 3با  ).4گزینه ( -31 ) 1 

 headگـر   معنی است و درواقع کافی است اشاره شود. برعکس کردن لیست دوطرفه نیز بی می
 را جابجا کرد که اصلاً حافظه کمکی نیاز ندارد. tailو 

   ).4ه (گزین -32

    
کنـد. البتـه    سازي سـریع الگـوریتم بازگشـتی دارد و از پشـته اسـتفاده مـی       مرتب ).3گزینه ( -33

 سازي کرد ولی پیشفرض آنها غیربازگشتی است. هاي دیگر را نیز بازگشتی پیاده توان روش می

کلیـد ارتفـاع    10تواند هر شکلی داشـته باشـد. بـا     می BSTدرست است. » الف« ).3گزینه ( -34
BST  کلید تنهـا   7درست است. با » ب«باشد.  می 9و حداکثر 3حداقلBST    2کـه ارتفـاع 

 باشد. دارد درخت پر می

بـا مرتبـه    BFSیـا   DFSدرواقع هـدف یـافتن درخـت پوشاسـت کـه الگـوریتم        ).1گزینه ( -35
O(n e)  شود چون گراف همبند است مرتبه  میانجامO(e) شود. کلیـد اولیـه سـؤال     می

 است که به نظر اشتباه است. 2گزینه 

کافی است یک پیمایش میان ترتیب انجام شود و لیست نهایی بررسـی شـود کـه     ).1گزینه ( -36
 است. O(n)آیا مرتب صعودي است یا خیر که مرتبه این عملیات 
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   ).2گزینه ( -37

  

s w x y a

   



0
1 4 5

2 5
3 5

4

  

  
  

و  5کنـد. یکبـار   دو بـار تغییـر مـی    aتا  sفاصله 
  شود. می 4یکبار 

  
  
  
  
  

  

  
دهـد ولـی    پشتی صـفر و یـک بـا روش حریصـانه لزومـاً جـواب بهینـه نمـی         کوله ).3گزینه ( -38

دهد کافی است اشیاء را براساس مقـادیر   پشتی کسري با روش حریصانه جواب بهینه می کوله
هـایی مثـل کراسـکال و پـریم      نیـز بـا روش   MSTم. یـافتن  نزولی ارزش به وزن انتخاب کنی

 حریصانه است.

 BFSیـا   DFSبراي تعیین دوبخشی بودن گراف کافی است یـک پیمـایش مثـل     ).1گزینه ( -39
اگـر   1بدهیم یعنی رأس با برچسـب   2و  1انجام دهیم و به رئوس در حین پیمایش برچسب 

نهایت بررسـی کنـیم آیـا هـیچ دو رأس      بدهیم و برعکس و در 2رأسی را ملاقات کرد به آن 
 شماره هستند که اگر باشند گراف دوبخشی نیست. مجاوري هم

درست است. در هر مرحله از روش فورد فالکرسون یال با کمترین ظرفیـت  » الف« ).1گزینه ( -40
شـود یعنـی در هـر مرحلـه      انتخاب شده و به همان اندازه شار در برخی مسـیرها بـه روز مـی   

1مضربی از
1شود و درنهایت شار بیشینه مضرب  شار به روزرسانی می 2

 خواهد بود. 2

نادرست است. برش کمینه منحصر به فرد نیسـت ولـی   » ب«
  عدد آن یکتاست. مثلاً در شکل زیر هر برشی کمینه است.



  هاي جامع ارشد و دکتري آزمون   

 

571 

   ).4گزینه ( -41

O(nاز مرتبۀ  تعداد یال در این گراف ).4گزینه ( -42 lg n)   است. مرتبه زمانی یکبار دایکسترا بـا
O(eهیپ فیبوناچی  n lg n)    است که در ایـن گـرافO(n lg n)  شـود. پـس    مـیn   بـار
O(nاش  دایکسترا مرتبه lg n)2 شود. مرتبه فلوید وارشـال   میO(n بـار   nاسـت. مرتبـۀ    3(

O(nبلمن فورد  e)2  یعنیO(n lg n)3 شود.  میn  بارBFS تواند این مسـئله   هم اصلاً نمی
 را حل کند.

)Oهاي قطر اصلی هر یک با مرتبـۀ   درایه ).3گزینه ( -43 n )g( شـوند  محاسـبه مـی   ( , بـا   11(
)مرتبه  ) 1 ،g( , )2 g(n,n)با مرتبۀ  2 , ... , ( ) )با مرتبۀ  2 n )هـا کـه    ). سایر درایه

n)تعدادشان  ) تـا   O(n)شـوند زیـرا در بـین     محاسبه می O(n)تاست هر یک با مرتبۀ  2
O(nها  گیري کنند. پس مرتبۀ محاسبه این درایه عبارت باید ماکزیمم  باشد. می 3(

iاگر  ).2گزینه ( -44 jb b  شـود و   جواب اضافه می واحد به 2آنگاه هر دو باید انتخاب شوند که
iسپس بایـد از   1   تـاj1     بازگشـت کنـیم یعنـیy    شـود   و ایـن حالـت مـیy  اگـر   2

i jb b کنیم یکبار با حذف  شود و فقط دو بار بازگشت می چیزي انتخاب نمیi  ازi 1   تـا
j  و یکبار با حذفj  ازi  تاj1  که این یعنیx. 
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