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  پیشگفتار

وزارت علوم، تحقیقـات و  » جدید«هاي  شی و سرفصلکتابی که پیش روي خواننده است، بر پایۀ برنامۀ آموز

  فناوري تدوین و تنظیم شده است.

هاي اساسی دربـارة آنهـا، تعـداد مناسـبی      در هر فصل، علاوه بر ارائۀ تعریف دقیق مفاهیم مربوط و قضیه

ا شود. ها آشن هایش براي حل مسأله مثال حل شده گنجانده شده است تا خواننده با روش استفاده از آموخته

در پایان هر فصل، یک پیوست افزوده شده است. این پیوسـت، شـامل چنـد مطلـب اضـافی بـراي افـزایش        

هاي خواننده است. پس از پیوست، باز هم تعدادي مسألۀ حل شده و به دنبال آنها، تعدادي تمرین (یا  دانسته

  مسألۀ حل نشده) آورده شده است.

انـد. عـدد طـرف راسـت،      گذاري شده تذکر و ...) با دو عدد شماره مطالب ارائه شده (اعم از تعریف، قضیه،

  دهد. کند و عدد بعد، توالی مطالب ارائه شده در آن فصل را نشان می شمارة فصل را مشخص می

هایی (به زبان انگلیسی، فرانسوي یا فارسی) کـه بـراي تنظـیم کتـاب حاضـر مـورد اسـتفاده قـرار          کتاب

شود که مراجعـه   اند. به خواننده اکیداً توصیه می فهرست شده» کتابنامه«عنوان  یرزاند در پایان کتاب،  گرفته

هـاي   جـزوه «به منابع گوناگون را از مهمترین وظایف علمی خود تلقی کند و هرگز دایرة مطالعات خود را به 

  محدود نسازد.» سحرآمیز

بـه ماهیـت اسـتنتاجی آن اسـت.     هاي اساسی در فراگیري ریاضیات، عدم توجه  تردید یکی از دشواري بی

دانند که در یک شاخۀ معین ریاضی، کدام مبحث بـر دیگـري تقـدم (منطقـی) دارد و      اغلب دانشجویان نمی

هـاي نگارنـده (در آمـوزش ریاضـیات)      پذیرد. یکی از دغدغـه  چگونه انجام می یکمیفرایند استنتاج دومی از 

ریاضی اکیداً مراعات شود. کتاب حاضر هاي  گزارهتاریخی)  اًالزامهمواره این بوده است که توالی منطقی (و نه 

هـایی کـه فـراوان بـه کـار رفتـه اسـت، واژة         نیز با این بینش تنظیم شده است و به همین سبب یکی از واژه

  است.» چرا؟«

هاي گرم و صمیمانۀ مدیریت انتشـارات پـوران پـژوهش،     دانم به خاطر تشویق در پایان بر خود واجب می

کمال امتنان و سپاسگزاري خود را ، براي تألیف این کتاب، دکتر احمد هژبر و سرکار خانم افسانه عبديآقاي 

سـرکار خـانم   مدیر محترم تولید، آقاي حسین رحیمی، و نیز تایپیست محترم،  زحمات ،همچنین. ابراز دارم

  اي تقدیر ویژه دارد.ج کتاب را بر عهده داشتند،سازي  آمادهناپذیر  که با دقتی وصف طاهره خسروي

  محمدعلی رضوانی  

  1400 زمستان  

ها در  این پرسش» حل تشریحی « به بعد) و  1374اي (از سال  هاي چهارگزینه مجموعۀ پرسش .نوشت پی

  .مندان قرار گرفته است کتابی مستقل در اختیار علاقه

 )هفت(



 1فصل 

  

  

  

  حقیقی و مختلط هايدعددستگاه    
  

  

  
  سرآغاز سخن

پـذیر نیسـت. قطـع     حقیقی، هیچ بحث جدي در آنالیز امکان عددهايبدون معرفی دقیق دستگاه 
مجهز به دو عمـل  »  اشیا «اي از  عبارت است از مجموعهحقیقی  عددهاينظر از جزئیات، دستگاه 

  از تعدادي متناهی اصل موضوع پیروي کنند.بی تام که مقیدند یترت دوتایی و یک رابطۀ
اضـافۀ بخشـی   طبیعی به  عددهايموضوع ها (یا از اصول  مجموعه اگر کار را از اصول موضوع نظریۀ

را  2» هـاي بنیـادي کـانتور    دنبالـه « یـا   1» هاي ددکینـد  برش «ها که امکان ساختن  مجموعه از نظریۀ
حقیقی را به عنوان قضـیه از آنهـا    عددهايکم بر دستگاه توانیم اصول موضوع حا بدهند) آغاز کنیم، می

و از نظر تاریخی سـهم فراوانـی در   دارد استنتاج کنیم. گرچه این فرایند از دیدگاه منطقی بسیار اهمیت 
بـه   «داشته است، ولـی در آنـالیز چنـدان     3» متصله «روشن کردن مفهوم کلاسیک (و تا حدي مبهم) 

  »   خورد. درد نمی
ا گیریم که بر آنه ) میتعریف نشده(یا اشیاي  حدود اولیهحقیقی را  عددهاينجا خود ما در ای

اند و در تعدادي متنـاهی اصـل موضـوع     تعریف شده ترتیبی  دو عمل دوتایی + و . و یک رابطۀ
  آیند. کنند. جزئیات در پی می صدق می

_________________________________________________________  
1 - R. Dedekind  

2 - G. Cantor 

3 - continuum 
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  هاي تماماً مرتب مجموعه
 گـوییم رابطـۀ   اسـت. مـی   داده شـده  Sنـاتهی   مجموعۀ تعریف.  1. 1 S SR1   رابطـۀ یـک 

  است هرگاه Sبر  ترتیبی (جزئی)
xبه ازاي هر  (یک) S ،( , ) x x R.  

)اگر  (دو) , ) x y R  و( , ) y x Rگاه ، آنx y.  
)اگر  (سه) , ) x y R  و( , ) y z R آنگاه ،( , ) x z R.  

)گوییم  در این وضع می , )S R  ،یا به اختصار)S است.   (جزئاً) مرتب مجموعۀ) یک  
و  S) بـر  خطـی (یـا   ترتیبی تام رابطۀزیر نیز صدق کند، آن را یک  در اصل موضوع R اگر

( , )S R  ،یا به اختصار)S نامیم. می تماماً مرتب مجموعۀ) را یک  
,به ازاي هر دو عنصر دلخواه  (چهار) x y S  داریم( , ) x y R ا ی( , ) y x R.  

  . اند مقایسه شدنی yو  xبه سخن دیگر، در این وضع هر دو عنصر دلخواه 
)باشـد، بـه جـاي     S اي ترتیبی بـر مجموعـۀ   رابطه Rاگر  نمادگذاري.  تعویض 2. 1 , ) x y R 

xنویسیم  معمولاً می y گوییم  و می» x  کوچکتر است از یا برابر است باy  «  یـا)» x   نابیشـتر
  آیند: با این نمادگذاري، اصول موضوع چهارگانۀ قبل به صورت زیر در می»). است yاز 

xبه ازاي هر  (یک) S ،x x.  
xاگر  (دو) y  وy x  آنگاهx y.  

xاگر  (سه) y  وy z  آنگاهx z.  
,به ازاي هر دو عنصر دلخواه  (چهار) x y S داریم ،x y  یاy x.  

ــیم   ــرض کن )ف , )S ــه ــد و   مجموع ــب باش ,اي مرت x y S ــر x. اگ y  وx y ،
xنویسیم  می y گوییم  و می» x تر است از کوچکy .«  نمادy x  به معنیx y   و نمـاد

y x  به معنیx y .است  
)فرض کنیم  قضیه. 3. 1 , )S هـر دو  اي تماماً مرتب باشد. در ایـن صـورت بـه ازاي     مجموعه

,عنصر  x y S  هاي زیر درست است: یکی از گزاره تنهایک و  
, ,  x y x y y x  

  نامیم. می ترتیبی تام  ) رابطۀویژگی سه گانگی(یا  سه گانگی اصلرا این 
   گیرد. به آسانی انجام می .اثبات

_________________________________________________________  
Aنماد دو مجموعه باشند،  Bو  Aاگر  -1 B   به این معنی است کـهA    یـک زیرمجموعـۀB     اسـت (خـواه یـک

  زیرمجموعۀ سره باشد خواه ناسره).
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)یک مجموعه و  Xفرض کنیم  مثال. 4. 1 )S XP توانی  مجموعۀX    یعنـی مجموعـۀ همـۀ) 
,) باشـد. بــه ازاي هـر دو عنصــر   Xهــاي  زیرمجموعـه  A B S  نویســیم  مـیA B  هرگــاه

A B در این صورت .S گذشته نای ازاي مرتب است.  مجموعه ،S  تنها تماماً مرتب است اگر و
  حداکثر یک عنصر داشته باشد (چرا؟) Xاگر 

. اگر عنصر اند داده شده Eناتهی  جموعۀو زیرم Sمرتب  مجموعۀ تعریف. 5. 1 S  اي  به گونـه
xباشد که به ازاي هر  E   داشته باشـیمx  ،   کـران بـالاي  را یـک E  وE  از بـالا  را

  نامیم.   می کراندار
  داریم. پایین کراندار ازو  کران پایینتعریف مشابهی براي 

شامل  Eهم از پایین کراندار باشد هم از بالا. اگر  Eاست هرگاه  کراندار E گوییم مجموعۀ می
 E ماکسـیموم یـا   E پایـانی عضو یا  E بزرگترین عنصرالاي خود باشد آن را هاي ب یکی از کران

 آغـازین عضو یا  E کوچکترین عنصردهیم. تعریف مشابهی براي  نشان می maxEنامیم و با  می
E  یا مینیموم(min E)E .داریم  
 ر مجموعـۀ . اگ ـانـد  داده شده Eناتهی و از بالا کراندار  و زیرمجموعۀ Sمرتب  مجموعۀ تعریف. 6. 1

 1سـوپرموم یـا   E کوچکترین کران بالايکوچکترین عنصر داشته باشد، آن را  Eهاي بالاي  کران
E نامیم و با  میsupE  یا)El.u.b.2دهیم. ) نشان می  

E )inf 3اینفیمومیا  بزرگترین کران پایینتعریف مشابهی براي  E  یاEg.l.b. 4  .داریم (  
Eاگر  4. 1در مثال  مثال. 7. 1 S  وE  آنگاه ،  

 inf , sup
 

 
A E A E

E A E A 

(یا  ویژگی کوچکترین کران بالاداراي  Sگوییم  است. می داده شده Sمرتب  مجموعۀ تعریف. 8. 1
  ) است هرگاهویژگی سوپرمومداراي 

  » سوپرموم داشته باشد. Sدر  Sناتهی و از بالا کراندار  جموعۀهر زیرم « (*)
  ) داریم.ویژگی اینفیموم(یا  بزرگترین کران پایینتعریف مشابهی براي ویژگی 

  نامیم. می اصل موضوع کمالرا  (*)اصل موضوع 
 اگر براي مثال ،X اي با بیش از یک عضو باشد و  مجموعهS X( )P آنگاه ،S    مجهـز بـه
  داراي ویژگیsup .است ولی تماماً مرتب نیست  
_________________________________________________________  

1 - supremum 

2 - least upper bound 

3 - infimum 

4 - greatest lower bound 
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  .باشد infاگر داراي ویژگی تنها اگر و است  supداراي ویژگی  Sمرتب  مجموعۀ قضیه. 9. 1
. فـرض  کنـیم  واگـذار مـی  ده خوانن ـرا به »  اگر «گزارة کنیم و  می را ثابت»  اگرها تن « گزارة .اثبات

 کنیم زیرمجموعۀ F S  کنـیم کـه    از پایین کراندار باشد. ثابت مـیinf F  درS   .وجـود دارد
از بـالا   نـاتهی و  یـک زیرمجموعـۀ   Lدهـیم.   نشـان مـی   Lرا بـا   Sدر  Fهاي پایین  کران مجموعۀ همۀ

اسـت). بنـابر    Lیک کران بـالاي   Fدست کم یک کران پایین دارد و هر عنصر  Fاست (زیرا  Sکراندار 
supفرض،  L دهد که  وجود دارد. یک استدلال ساده نشان میFinf  .  

ــب  مجموعــۀ .10. 1 )مرت , )S ــۀو زیرم ــاتهی  جموع Tن S ــد داده شــده ــامی. ان ــه از  هنگ   ک
است (مگر اینکه  Tبه  مجهز به تحدید  Tکنیم مقصودمان  صحبت می T»  مرتب مجموعۀ «

  بیان شود). آشکاراخلاف این گفته 
)مرتب  گوییم مجموعۀ می تعریف. 11.  1 , )S  اسـت هرگـاه هـر     ترتیـب  –خـوش  اي  مجموعـه

 گوییم رابطۀ باشد. در این وضع می ) داشتهآغازینکوچکترین عنصر (یا عضو  Sناتهی  زیرمجموعۀ
  است. ترتیبی –خوش  رابطۀیک  

دو عنصـر   yو  xاگـر   ،اي تماماً مرتب است. در حقیقـت  ترتیب، مجموعه –خوش  هر مجموعۀ
} باشند، آنگاه مجموعۀ Sدلخواه  , }x y  دارد. آغازینعضو  

  ست (چرا؟).ا supترتیب، داراي ویژگی کوچکترین  –خوش  هر مجموعۀ

  هیأت
 ) و .جمـع (بـه نـام    اي ناتهی و مجهز به دو عمل دوتایی  مجموعه Kفرض کنیم  تعریف. 12. 1

در اصـول موضـوع    0و  ) است هرگـاه  میدان(یا  هیأتیک  Kگوییم  ) باشد. میضرب(به نام 
  زیر صدق کنند.

  اصول موضوع جمع
,به ازاي هر  )1(ج  x y K ،  x y y x.  
,به ازاي هر  )2(ج  , x y z K ،( ) ( )    x y z x y z.  
xهست به طوري که به ازاي هر  K، در 0عنصري به نام صفر،  )3(ج  K ، 0x x.  
xبه ازاي هر  )4(ج  K  قرینۀعنصري به نام x   وارون جمعی(یـا xجـود دارد کـه آن را بـا    ) و
x اي است که  دهیم و به گونه نشان می( )  0x x.  
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  اصول موضوع ضرب
,به ازاي هر  )1(ض  x y K ،xy yx1.  
,به ازاي هر  )2(ض  , x y z K ،( ) ( )x y z x yz.  
1هسـت بـه طـوري کـه      K، در 1، یـک عنصري بـه نـام    )3(ض  xو بـه ازاي هـر    0 K ،

 1x x.  
\به ازاي هر  )4(ض  { } 0x K  عکسعنصري به نام x  وارون ضربی(یا xد کـه آن  ) وجود دار

اي است که  دهیم و به گونه نشان می 1xرا با  1 1x x.  
  وارون ضربی دارند. Kي ناصفرِ هاعنصر تنهاگوید  ) می4اصل موضوع (ض 

  پذیري اصل موضوع پخش
,به ازاي هر  (پ) , x y z K ،x y z xy xz( )  .  

هـاي   ) را ویژگـی 2) و (ض 2و (ج  پـذیري  تعـویض هاي  ) را ویژگی1) و (ض 1(ج  .1 تذکر. 13. 1
  نامیم. جمع و ضرب می پذیري شرکت

)در هر هیأت به جاي  .2 ) x y ،1xy    بـه شـرط)y 0 ،(( ) x y z  و( )x y z   بـه
xترتیب نمادهاي  y ،x y/ ، x y z  وxyz بریم. عنصـر   را به کار میx y  تفاضلرا 

x  وy  عنصر وx y/  خارج قسمت(یا  نسبترا (x  وy نامیم. می  

  پس به ازاي هرy 0  داریمy y/  11.  
  .1و  0هر هیأت دست کم دو عضو دارد:  .3
)گویند  اصول موضوع جمع می .4 , )K  و گویند  وع ضرب میاست و اصول موض گروه آبلییک

( \ { },.)0K .یک گروه آبلی است  
}فرض کنیم  مثال. 14. 1 , }K a b دلخواه دو عضوي (یعنـی   ۀیک مجموعa b   باشـد. بـا (

  کنیم: تعریف می Kهاي زیر، دو عمل جمع و ضرب در  استفاده از جدول
.

,

 a b a b

a a b a a a

b b a b a b

  

)شود که  به آسانی دیده می , , .)K  که در آن، یک هیأت استa  وb .به ترتیب صفر و یک هستند  

_________________________________________________________  
xبه جاي  - 1 y نویسیم  اغلب میxy.  
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  .شوند هاي زیر نتیجه می از اصول موضوع جمع، ویژگی قضیه. 15. 1
اگر  (الف)  x y x z آنگاه ،y z.  )(قانون حذف براي جمع  

اگر  (ب) x y x آنگاه ،0y.  (یکتایی صفر)  
اگر  (پ)  0x y آنگاه ،y x.  (یکتایی قرینه)  
)داریم  xبه ازاي هر  (ت) ) x x.  

شوند). با توجه بـه   دیگر از (الف) نتیجه می هاي گزارهکنیم (زیرا  (الف) را ثابت می تنها .اثبات
  بینیم که اصول موضوع جمع و با استفاده از فرض می
  ( ) ( )         0y y x x y x x y  

   .( ) ( )         0x x z x x z z z  
  .شوند هاي زیر نتیجه می از اصول موضوع ضرب، ویژگی قضیه. 16. 1

 اگر (الف) 0x  وxy xz آنگاه ،y z.  (قانون حذف براي ضرب)  
اگر  (ب) 0x  وxy x آنگاه ، 1y.  (یکتاییِ یک)  

اگر  (پ) 0x  و 1xy آنگاه ، 1y x.  (یکتایی وارون)  

به ازاي هر  (ت) 0x داریم ،( )  1 1x x.  
 قضیۀ . مانند)شوند دیگر از (الف) نتیجه می هاي گزارهکنیم (زیرا  (الف) را ثابت می تنها اثبات.

  بینیم که قبل می

  .( ) ( ) ( ) ( )           1 1 1 11 1y y x x y x xy x xz x x z z z  
  شوند. هاي زیر نتیجه می أت، ویژگیاز اصول موضوع هی قضیه. 17. 1

 (الف) 0 0x.  
اگر  (ب) 0x  و 0y آنگاه ، 0xy اگر  ،خن دیگر(به س0xy   باید دست کم یکـی از

  صفر باشد). yو  xدو عنصر 
) (پ) ) ( ) ( )    x y xy x y.  
) (ت) )( )  x y xy.  

توجـه بـه    . در این صورت بـا 0xyکنیم اتفاقاً  کنیم. فرض می (ب) را ثابت می تنها .اثبات
  (الف) داریم

( )( ) ( )( ) ( )           1 1 1 1 1 11 1 1 0 0xx yy xy x y x y  
  ) تناقض دارد. 3و این با اصل موضوع (ض 
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  هیأت مرتب
)ترتیبـی تـامی بـر هیـأت      رابطـۀ  فرض کنـیم   تعریف. 18 . 1 , , ) K   گـوییم   باشـد. مـی

( , , , )  K  گاه رابطۀاست هر مرتبهیأت یک  .در دو اصل موضوع زیر صدق کند  
yاگر  (یک) z آنگاه به ازاي هر ،x K ،  x y x z.  

و  0xاگر  (دو) 0y آنگاه ، 0xy.  
اگر  تنهااگر و  0xشود که  به آسانی دیده می 0x همچنین .y z  اگـر   تنهااگر و

 0y z.  
xو یـک هیـأت مرتـب باشـد      Kفـرض کنـیم    تعریف و نمادگـذاري.  19. 1 K   بنـابر ویژگـی .

  هاي زیر درست است: یکی از گزاره تنهاگانگی، یک و  سه
, ,  0 0 0x x x  

اسـت هرگـاه    نـامنفی  xگـوییم   نـامیم. مـی   می منفیرا  0x ،xو اگر  مثبترا  0x ،xاگر 
0x گوییم  و میx  اسـت هرگـاه    نامثبـت0x عنصـرهاي مثبـت را بـا     . مجموعـۀK  و

  دهیم. نشان می Kعنصرهاي منفی را با  ۀمجموع
انـد هرگـاه    همعلامت yو  xگوییم  می 0xy  انـد هرگـاه    علامـت  –مختلـف  گـوییم   و مـی
0xy.  

,و عنصرهاي  Kهیأت مرتب  مثال. 20. 1 , a b x K اگر به ازاي هر اند داده شده .0  داشته
باشیم  0 x  ،آنگاه  0xاگر به ازاي هر  ،طور . همینc b  رابطۀc a  ،برقرار باشد
aآنگاه  b.  

اگـر  در حقیقـت،   0x  آنگـاه ،0x    در ایـن صـورت بـه ازاي . x    از فـرض نتیجـه
xشود که  می x  که اگر اتفاقاً بینیم  میدوم، گزارة تناقض است. براي هم و اینa b آنگاه ،

cبا فرض  a  به تناقضa a رسیم. پس باید  میa b.  
  اند. هاي زیر درست یأت مرتب گزارهقضیه. در هر ه 21. 1

yاگر  (الف) z  و0x آنگاه ،xy xz اگر .0x آنگاه ،x y x z.  
اگر  (ب) 0x  آنگاه0xx در حالت خاص .1 0.  

اگر  (پ) 0x آنگاه ،x  و1x اند همعلامت .  
اگر  (ت) 0 x y آنگاه ،  110 y x اگر . 0x y آنگاه ، 11 0y x اگر . 0x y ،

آنگاه   11 0x y.  
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کنیم. چون  (ب) را ثابت می تنهابراي نمونه  .اثبات 0x پس ،0x  یا0x،بنابراین .  
x x x xx, ,0 0 0 0       
x x x x xx( )( )0 0 0 0           

1در حالت خاص، چون  ، پس 0  1 1 1 0 .  
1«با توجه به  تذکر. 22. 1 از بـالا کرانـدار اسـت و نـه از     بینیم که یک هیأت مرتـب نـه    می» 0

تـوان   هاي متناهی) هرگـز نمـی   پایین (چرا؟). بنابراین، از هیأت دو عضوي (و به طور کلی از هیأت
  هیأت مرتب ساخت (چرا؟).

y ،xو  xاگر  y دو عضو یک هیأت مرتب باشند عضوي مانند ،z   وجود دارد به طوري کـه

 x z y در حقیقت با فرض . 1 1 بینیم که  می0  و
 

x y
x y (چرا؟).  

  قدرمطلق
xهیأتی مرتب باشد. به ازاي هر  Kفرض کنیم  تعریف. 23. 1 K  قـدرمطلق x    بنـابر تعریـف

}max عبارت است از , }x x  که آن را با| |x دهیم. پس نشان می  
0
0

x x
x x x

x x
| | max{ , }

    
  

|روشن است که  | | | x x  
,هیأتی مرتب باشد و  Kفرض کنیم  قضیه. 24. 1 , x y Kدر این صورت .  

| (الف) | 0x و    
| |   0 0x x  

| (ب) | | |  x x x .  
| (پ) | | | | | x y x y .  
| (ت) | 2 2x x .  
| (ث) | | | | |  x y x y .           (نابرابري مثلثی)  
| (ج) | | | | || |  x y x y .  
  ، آنگاه0اگر  (چ)

| |     x x    
  ، آنگاه0اگر  (ح)

x   یا| |   x x   
  کنیم.  ه را به خواننده واگذار میاثبات آسان این قضی .اثبات
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اگـر   تنهـا شـود اگـر و    تبـدیل مـی   بـه   بالا،  قضیۀ(ث) و (ج) در  هاي گزارهدر  تذکر. 25. 1
0xy (چرا؟).  

  حقیقی عددهايهیأت 
:. تابع اند داده شده 2Kو  1Kدو هیأت مرتب  تعریف. 26. 1 1 2f K K  یکریختـی  را یک

  هاي زیر صدق کند. هرگاه در شرطنامیم  می هیأت مرتب
  دو سویی است. f (الف)

,به ازاي هر  (ب)  1x y K داریم  
f x y f x f y f x y f x f y( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )     

,به ازاي هر  (پ)  1x y K اگر ،x y آنگاه ،( ) ( )f x f y.  

)شود که  به آسانی دیده می ) 0 0f  و( ) 1 1f . تـابع  از این گذشـته ،: 1
2 1f K K 

  نیز یک یکریختی هیأت مرتب است.
انـد مقصـود ایـن اسـت کـه       یکریخـت  2Kو  1Kهـاي مرتـب    گوییم هیـأت  هنگامی که می

:اي مانند  یکریختی 1 2f K K .وجود دارد  
 1Kتوان ثابت کرد کـه   دو هیأت مرتب یکریخت باشند. به آسانی می 2Kو  1Kفرض کنیم 

  داراي این ویژگی باشد. 2Kاگر تنها اگر و است  supداراي ویژگی 
باشــد، آنگــاه بــه ازاي هــر  2Kو  1Kاي بــین دو هیــأت مرتــب  یکریختــی fاگـر   1x K، 

fو  x عنصرهاي x( )نویسیم  گیریم، یعنی می را یکی می ( )x f x ،بنابراین .1 2K K.  
دست کم یک هیـأت مرتـب وجـود دارد کـه      حقیقی. عددهاياصل موضوع وجود دستگاه  27. 1

  است. supداراي ویژگی 
  اند. یکریخت 2Kو  1Kد، آنگاه نباش supدو هیأت مرتب با ویژگی  2Kو  1Kاگر  قضیه. 28. 1

  پذیریم. این قضیه را بدون اثبات می
و وجـودش در اصـل   است ( supتنها هیأت مرتبی را که داراي ویژگی  تعریف و نمادگذاري. 29. 1

دهـیم.   نشان می نامیم و آن را با  می حقیقی عددهايهیأت شده است)  تضمین 27. 1موضوع 
  نام دارد. عدد حقیقییک  xهر 

کنیم  فرض می قضیه. 30. 1  E  و در این صورت .sup E  اگر تنهااگر و  
   باشد و E یک کران بالاي  (الف)

x، عنصري مانند 0به ازاي هر  (ب) E  وجود داشته باشد به طوري که  x .  
  داریم. infمشابهی هم براي  قضیۀ
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است و هـیچ عـدد    Eیک کران بالاي  گویند  هاي (الف) و (ب) می در حقیقت شرط .اثبات
   است. E کوچکترین کران بالاي باشد. یعنی  Eتواند یک کران بالاي  نمی کوچکتر از 

  باشند که از بالا کراندارند. دو زیرمجموعۀ ناتهی  Bو  Aفرض کنیم  قضیه. 31. 1
)sup (الف) ) sup sup  A B A B1.  

)infاز پایین کراندار است و  A– )ب( ) sup A A.  
  ند، آنگاه شده باش ساختهنامنفی  از عددهاي تنها Bو  Aاگر  )پ(

sup( ) (sup )(sup )AB A B  

  داریم. infقضیۀ مشابهی هم براي 
supفرض کنیم  (الف). اثبات A   وsup B   عـدد .      آشـکارا یـک کـران

Aبالاي  B  است. اکنون فرض کنیم  یک کران بالاي دلخواهA B     باشـد. بـه ازاي هـر
x A  و هرy B  داریم x y  رو،  و از این x y اگر .y  ثابـت  » اي لحظه«را
ــابرابري اخیــر نتیجــه مــی اریــمد نگــه supکــه شــود  از ن  A y  یــا y  پــس .

 y   چون این نابرابري به ازاي هر .y B   ،بنـابراین،   درسـت اسـت      یـا
    به این ترتیب .   کوچکترین کران بالايA B .است  

  را به کار ببریم. inf و supهاي  کافی است تعریف) ب(
 تنهـا  Bو  Aتوان فرض کرد که  است. همواره می ABآشکارا یک کران بالاي  عدد ) پ(

باشـد. بـه    ABیک کران بـالاي دلخـواه    اند. اکنون فرض کنیم  شده ساختهمثبت  عددهاياز 
xازاي هر  A  و هرy B  داریمxy  رو،  و از اینx y


 اگر .y  ثابت »  اي لحظه «را

Aکه شود  از نابرابري اخیر نتیجه می داریم نگه ysup


  یاy


  پس .y

  چون ایـن .

yنابرابري به ازاي هر  B درست است، بنابراین، 
   یا    به ایـن ترتیـب . 

   است. ABکوچکترین کران بالاي 
Aباشند و  دو زیرمجموعۀ ناتهی  Bو  Aفرض کنیم  قضیه. 32. 1 B.  

supه از بالا کراندار باشد، آنگا Bاگر  (الف) supA B.  
infاز پایین کراندار باشد، آنگاه  Bاگر  (ب) infB A.  

   را به کار ببریم. inf و supهاي  کافی است تعریف اثبات.
_________________________________________________________  
  نویسیم ، بنابر تعریف میباشند و  دو زیرمجموعۀ ناتهی  Bو  Aاگر  - 1

  { : , } , { : , }       A B x y x A y B AB x y x A y B  
  { : } , ( ) , ( )        1A x x A A A A B A B   
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سه زیرمجموعۀ مهم  : ،  و  
1نـامیم هرگـاه    مـی  اسـتقرایی اي  را مجموعـه  Sزیرمجموعـۀ   تعریف. 33. 1 S   و اگـر

x S آنگاه ، 1x S.  
}و  ،  براي مثال، : } 1x x  هـایی اسـتقرایی هسـتند. اشـتراك (و      مجموعـه

  اي استقرایی است. هاي استقرایی، مجموعه اجتماع) هر خانوادة ناتهی از مجموعه
نامیم و  می طبیعی مجموعۀ عددهايرا  هاي استقرایی  اشتراك همۀ زیرمجموعه تعریف. 34. 1

  نام دارد. عدد طبیعییک  xدهیم. هر  نشان می با آن را 
  است. زیرمجموعۀ استقرایی  1کوچکترین به این ترتیب 

  کوچکترین عدد طبیعی است. 1عدد  (الف) قضیه. 35. 1
و  nر اگ (ب) 1n آنگاه ،1

n.  

}مجموعـۀ  کـه  براي اثبات (الف) کافی است توجه کنیم  .اثبات : } 1x x   اسـتقرایی
بینیم که از  است. براي اثبات (ب) می 1n شود  ینتیجه مn 1 1.    

دهیم  قرار می نمادگذاري. 36. 1 1 1 2 ، 2 1 3 ، 3 1 روشـن اسـت کـه    .   . . ، .4
  استقرایی است). اند (زیرا  این عددها همگی طبیعی

1xعـدد دلخـواهی باشـد. بنـابر تعریـف،       xرض کنـیم  اکنون ف ـ x    و بـه ازاي هـر
n ، 1n nx x xنویسیم  . بنابر قرارداد می0 1x.  

یک زیرمجموعۀ اسـتقرایی   S اگر .استقراي متناهی)(اصل استقراي ریاضی یا اصل  قضیه 37. 1
  باشد، آنگاهS.  

و از سوي دیگر،  Sاز یک سو داریم  .اثبات  S  زیرا) وعۀ کوچکترین زیرمجم
  است).  استقرایی 

: اگـر   را ثابـت کـرد   هـاي   توان بسیاري از ویژگی اکنون با استفاده از این اصل می تذکر. 38. 1
n هیچ عدد طبیعی بین ،n  و1n وجود ندارد  ،     نسبت به دو عمـل جمـع و ضـرب

  .. . .  بسته است و 
  هاي  ترتیبی یکی از مهمترین ویژگی –خوش شود. بعد ثابت می است که در قضیۀ  

  ترتیب است. –خوش  مجموعۀ  قضیه. 39. 1
  دهیم نداشته باشد. قرار می آغازینعضو  Eجموعۀ ناتهی فرض کنیم زیرم اثبات.

{ : , }    S n x E n x  
_________________________________________________________  
 .کوچکترین نسبت به رابطۀ شمول  -1
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1و  Sروش است که  S فرض کنیم .k S اگر . 1k S  ي ماننـد  ، آنگـاه عنصـر
b E   وجود دارد به طوري کـه 1b k    همچنـین، عنصـري ماننـد  .c E    هسـت بـه

cطوري که  b  (چرا؟). چونk Sگیریم که  ، نتیجه میk c رو، عدد طبیعـی   و از اینc 
اي است کـه   به گونه  1k c k    دهـد کـه    . ایـن تنـاقض نشـان مـی 1k S  پـس .S 

x. بـه ایـن ترتیـب بـه ازاي هـر      Sاستقرایی است و بنابراین،  E    بـه تنـاقضx x 
  داشته باشد.  آغازینباید عضو  Eرسیم. پس  می

 Aاز بالا کراندار باشد. در این صورت  در  Aفرض کنیم زیرمجموعۀ ناتهی  فرع. 40. 1
  دارد. پایانیعضو 

  دهیم ز یک عضو دارد. قرار میبیش ا Aتوان فرض کرد  همواره می اثبات.
{ : , }    E n x A x n  

    است. A پایانیعضو  1mباشد، آنگاه  E آغازینعضو  mاگر 
  از بالا کراندار نیست.  قضیه. 41. 1

. در ایـن  supدهـیم   کراندار باشد و قرار مـی  از بالا فرض کنیم برعکس،  اثبات.
هست به طوري که  nصورت عددي طبیعی مانند  1 n  رو،  و از ایـن 1n   و ایـن

  هم تناقض است. 
. در این 0xدو عدد حقیقی باشند و  y و xض کنیم فر .)ارشمیدسی   (ویژگی 1فرع  42. 1

yوجود دارد به طوري که  nصورت عددي طبیعی مانند  n x.  

yکافی است توجه کنیم که  .اثبات
x تواند یک کران بالا براي  نمی .باشد     

وجود دارد به طوري که  N، عددي طبیعی مانند 0به ازاي هر  .2فرع  43. 1
1
N

.  

xانتخاب کنیم  1کافی است در فرع  اثبات.   و 1y.   
را برابر با  صحیح عددهايمجموعۀ  تعریف. 44. 1   { } ( )0 کنیم و آن را بـا   تعریف می
 دهیم. هر عضو  نشان می  نامیم. می عدد صحیحرا یک  

آشکارا داریم  1هاي  . با استفاده از ویژگی   و تعریـف  بینـیم کـه    مـی   نـه از بـالا 
نه از پایین. اگر  کراندار است \ { , , } 0 1 1n آنگاه ،n 1   اگـر .n    آنگـاه هـیچ عـدد ،

) کرانـدار باشـد، آنگـاه     ناتهی و از پایین (یا از بالا Aوجود ندارد. اگر  1nو  nصحیحی بین 

_________________________________________________________  
Aنماد  -1 B  یعنیA  زیرمجموعۀ سرةیک B .است  
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A  دارد. پایانی(یا عضو  آغازینعضو (( , )  .یک گروه آبلی است      نسبت بـه عمـل ضـرب بسـته
  .1است

یک عـدد صـحیح منفـی باشـد و      nاگر  نمادگذاري. 45. 1 \ { } 0x  آنگـاه ،nx    را برابـر بـا

( ) 1 nx را نیز ببینید). 36. 1کنیم (شمارة  تعریف می  
وجـود   n. در این صورت عدد صحیح یکتایی مانند xو  xفرض کنیم  قضیه. 46 . 1

دارد به طوري که   1n x n.  
}مجموعۀ  اثبات. : }  S m m x   گیـریم. در ایـن صـورت     را در نظـر مـیS   یـک

نـامیم. بـا توجـه بـه      مـی  nرا  S پایـانی ضـو  است که از بالا کراندار است. ع زیرمجموعۀ ناتهی 
بینیم که  می گانگی براي  ویژگی سه  1n x n.  

عدد صحیح دیگري باشد که  nاگر   1n x n از تعریف ،S  گیـریم کـه    نتیجه مـی
   1n n n .و این تناقض است    

وجـود دارد بـه    n. در این صورت عدد صحیح یکتـایی ماننـد   xفرض کنیم  فرع. 47. 1
که  طوري  1n x n.  

ي هـــا را کـــه در نـــابرابري n، عـــدد صـــحیح یکتـــاي xبـــه ازاي هــر   تعریـــف. 48. 1
  1n x n جزء صحیحکند  صدق می x نامیم و آن را بـا   میx     دهـیم. عـدد    نشـان مـی

x x     جزء کسريرا x نامیم و آن را با  می( )x دهیم. بـه ایـن ترتیـب بـه ازاي هـر       نشان می
x داریم  

 x x x x( ) , ( )   0 1  
xبه ازاي هر  . (یک)مثال 49. 1 ،  

x
x x

x
            

0
1


  

  . در این صورت0xدو عدد حقیقی باشند و  yو  xفرض کنیم  (دو)
n r y nx r r x, : , 0          

  2کتا هستند.ی rو  nو 
yافی است در حقیقت، ک x/    راn  وy nx  راr .بنامیم  

_________________________________________________________  
)در حقیقت  - 1 , ,.)  است. یکدار پذیرِ حلقۀ تعویضیک  
 است. این گزاره، مشابه الگوریتم تقسیم در  - 2
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mرا برابر با  گویا عددهايمجموعۀ  تعریف. 50. 1 n m n n/{ : , , } 0  کنـیم و   تعریف مـی
  نامیم. می عدد گویارا یک  دهیم. هر عضو  نشان می آن را با 

شود که  به آسانی دیده می  ،m n m n/{ : , }      اینکـه  و    نسـبت بـه
    دو عمل جمع و ضرب بسته است.

)مجموعۀ  قضیه. 51. 1 , ,., )  ت مرتب است.یک هیأ  
  کنیم. اثبات (آسانِ) این قضیه را به خواننده واگذار می

  قضیه. بین هر دو عدد حقیقی متمایز دست کم یک عدد گویا وجود دارد. 52. 1
xدو عـدد حقیقـی متمـایز باشـند و      yو  xفرض کنـیم   .اثبات y    بـا توجـه بـه ویژگـی .  

)هست به طوري که  nعددي طبیعی مانند  ارشمیدسی  ) 1 n y x   یـا 1 nx ny .
mدهـیم   قرار می nx       شـود کـه    . بـه آسـانی دیـده مـی  1nx m ny  رو،  و از ایـن

 1mx yn .  

  .1است چگال در  کنیم:  قضیۀ بالا را به این صورت بیان میگاهی  .53. 1
است؟ بـه سـخن    یک زیرمجموعۀ سرة  شود: آیا  مطرح می بنیاديدر اینجا پرسشی  .54. 1

حقیقی وجود دارند که برابر با نسبت دو عدد صحیح نباشـند؟ بعـد از قضـیه و     دیگر آیا عددهایی
  شود. مثال زیر، پاسخ این پرسش آشکار می

2هیچ عدد گویایی در معادلۀ  قضیه. 55. 1 2x 2کند. صدق نمی  
mکنیم برعکس،  فرض می .اثبات

n  که در آن)m  وn .یک جواب معادله باشد (

mاکنـون اگـر    3انـد.  نسبت به هـم اول  nو  mکه توان فرض کرد  همواره می
n    را بـه جـايx  در

2 2x  ذیري در پ ـ بخـش   قرار دهیم، یک استدلال ساده (بر پایۀ مفهـوم    مـا را بـه تنـاقض (
  کشاند.  می

ــال. 56. 1 ــۀ  مث }دو مجموع : }  2 2A x x  و{ : }  2 2B x x  را در
  در این صورتگیریم.  نظر می

  ناتهی هستند. Bو  A (الف)
  از پایین کراندار است. تنها Bکراندار است و  A (ب)

_________________________________________________________  
  »ور دارند.حض عددهاي گویا در همه جاي « تر،  به سخن ساده - 1
2معادلۀ   به سخن دیگر، - 2 2x  در مجموعۀ .جواب ندارد 
 گیریم. یاري می» پیشبرد کارهایمان « از این پس هرجا لازم باشد از نظریۀ مقدماتی اعداد براي  - 3
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  عضو مینیموم ندارد. Bعضو ماکسیموم و  A (پ)
  د. نوجود ندار inf Bو   ،sup Aدر  (ت)

  در حقیقت،
1روشن است که  (الف) A  و2 B.  

xبه ازاي هر  (ب) A  داریم 0 2x  و به ازاي هرx B  داریم0x دیگـر،   سوي. از
 \ { }1 B پس .B .1از بالا بیکران است  

xyدهیم  قرار می 0xبه ازاي هر عدد گویاي  (پ) x
x

 


2 2
یـک عـدد    yرت . در ایـن صـو  2

xدهد که  گویاي مثبت است. یک محاسبۀ ساده نشان می
y

x

( )

( )


 



2
2

2
2 22

2
  کهبینیم  می. اکنون 

xاگر  (یک) A آنگاه ،y A  وy x پس .A .عضو ماکسیموم ندارد  
xاگر  (دو) B آنگاه ،y B  وy x پس .B .عضو مینیموم ندارد  
 B. چـون  Bبرابر است با  در  Aهاي بالاي  شود که مجموعۀ همۀ کران به آسانی دیده می (ت)

 در  Bشـود کـه    سوپرموم ندارد. به همین ترتیب دیده می در  Aعضو مینیموم ندارد پس 
  اینفیموم ندارد.  

  .است  زیرمجموعۀ سرة یک  قضیه. 57. 1
نیست. پس  supگی داراي ویژ در بالا دیدیم که  اثبات.  .  

  .xنامیم هرگاه  می گنگرا  xعدد  تعریف. 58. 1

  ام عددهاي حقیقی مثبتnریشۀ 
 y، عدد حقیقی مثبتی ماننـد  nو هر عدد طبیعی  xبه ازاي هر عدد حقیقی مثبت  قضیه. 59. 1

nyدارد به طوري که  وجود x  و اینy .مثبت، یکتاست  
به ازاي  وجود اثبات. 1n  کافی استy  را برابر باx  بگیریم. بنابراین، فرض کنیم 2n .
  مجموعۀ  

{ : }  nE t t x  

xuتهی است، زیرا اگر قرار دهـیم  نا Eگیریم.  را در نظر می
x


1  آنگـاه ، nu u x  و از

uرو،  این Eدیگر،  . از سويE     از بالا کراندار است. در حقیقت اگـر قـرار دهـیم 1v x ،

_________________________________________________________  
  از بالا (یا از پایین) کراندار نباشد.  Cاست هرگاه  بیکران) پایین(یا از  بالااز  Cگوییم مجموعۀ ناتهی  می - 1
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آنگاه  nv v x رو،  از این وv  یک کران بالايE دهیم  است. قرار میsupy E   و ثابـت

nyکنیم که  می x.  

nyکنیم  فرض می (یک) xتوان ثابـت   . نخست با استفاده از استقراي ریاضی به آسانی می
کرد که اگر  0 a b آنگاه به ازاي هر ، 2n داریم  

( )    1n n nb a b a nb  

کنیم که  را طوري انتخاب می hاکنون عدد حقیقی  0 1h  و
( ) 




 11

n

n

x y
h

n y
. اگـر در  

ــیم   ــرار دهـ ــالا قـ ــابرابري بـ aنـ y  و b y h ــاه )، آنگـ ) ny h x ــن رو،  و از ایـ
 y h E تناقض است. هم. این  

nyفرض کنیم  (دو) x  عـدد .





1

n

n

y x
k

ny
گیـریم. روشـن اسـت کـه      را در نظـر مـی   

 0 k yازاي هر  . به s y kبینیم که  ي قبل میر، با توجه به نابراب  

( )       1n n n n n ny s y y k kny y x  
nsرو،  و از این x ،بنابراین .s E به این ترتیب به ازاي هر .t E   داریـم t y k  و

  این هم تناقض است.
آشکارا داریـم   nو هر عدد طبیعی  2yو  1yبه ازاي هر دو عدد حقیقی مثبت متمایز  یکتایی

1 2
n ny y .  

. عـدد حقیقـی   انـد  اده شـده د nو عدد طبیعـی   xعدد حقیقی نامنفی  تعریف و نمادگذاري. .60. 1
nنامیم و آن را با  می x(نامنفی) ام n ریشۀدر قضیۀ قبل را  yنامنفی یکتاي  x 1دهیم. نشان می    

)تنها عدد حقیقی مثبتی است کـه در رابطـۀ    2براي مثال  ) 22 کنـد.   صـدق مـی   2
0ین، همچن 0n.  

دو عدد طبیعـی دلخـواه    nو  mدو عدد حقیقی نامنفی دلخواه و  bو  aفرض کنیم  قضیه. 61. 1
  در این صورت باشند.
 (الف) n n na b ab  (ب) n mnm a a   (پ) mnn ma a  

_________________________________________________________  
xدیدیم که  - 1 x1  اگر . 2n 2، به جاي x نویسیم  میx.  
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 ـ تنها  .اثبات nکنـیم. بـا اسـتفاده از قضـیۀ قبـل و بـا فـرض         ت مـی (الـف) را ثاب a   و
n b بینیم که  ، می0 ،0  و  

 ( ) .       n n n n n n nab ab a b ab     
 nناتهی و از بالا کراندار باشد. به ازاي عـدد طبیعـی    Aفرض کنیم مجموعۀ  مثال. 62. 1

ــرار مــی )دهــیم  ق ) { : } n nA x x A در ایــن صــورت .( )sup (sup )n nA A . گــزارة
  داریم. infمشابهی نیز براي 

supدهیم در حقیقت، اگر قرار  A،  آنگاهn  آشکارا یک کران بالا براي( )nA   .اسـت

)با فرض  )sup nA ، داریم n   ًاگر اتفاقـا . n  ،  بـا فـرض   آنگـاه n  
داریم  0   مانند . پس عنصري1x A   وجود دارد به طوري کـه 1x در نتیجـه .، 

 1
nx تناقض است، زیرا هم . این( )1

n nx A.  

|داریم  ، آنگاهxیک عدد طبیعی زوج باشد و  nاگر  (یک) تذکر. 63. 1 |nn x x.  
n، قرارداد، بنابر 0xیک عدد طبیعی فرد باشد و  nاگر  (دو) xn x.  

داده  nو  nیعـی  و عددهاي طب mو  m، عددهاي صحیح xعدد حقیقی مثبت  قضیه. 64. 1

. اگر اند شده 
m m
n n

، آنگاه  n mxmn x.  

mnدهـیم   قـرار مـی   .اثبات x   و  n mx    در ایـن صـورت .0 ،0 ،

n mx  و n mxدر نتیجه .،  nn nn  رو،  و از این .   

و عدد گویاي  xعدد حقیقی مثبت  تعریف. 65. 1 mr n  ن کـه در آm  وn ، داده

mnرا برابر با  rx. در این صورت اند شده x کنیم. تعریف می  
 دهد کـه ایـن تعریـف خـالی از ابهـام اسـت. در حالـت خـاص داریـم           قضیۀ قبل نشان می

/ 1 n nx x.  
ضـرب و   هـاي  هـا، قاعـده   به شرط مثبت بودن پایـه  شود که اکنون به آسانی دیده می تذکر. 66. 1

دو  bو  aهاي گویا نیز معتبرند. از این گذشته فرض کنـیم   براي توان»  دار توانعددهاي  «تقسیم 
  دو عدد گویا باشند. در این صورت sو  rعدد حقیقی مثبت و 

aاگر  (الف) 1 آنگاه ،0r ارز است با  همra 1.  
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اگر  (ب) 1a آنگاه ،r s ارز است با  همr sa a.  

aاگر  (پ) bگاه ، آن0r ارز است با  همr ra b.  

r (ت) ra b  اگر  تنهااگر و 0r  یاa b.  

  گنگ عددهاي
  گنـگ را   عـددهاي  م. در اینجا چنـد ویژگـی  با تعریف عدد گنگ آشنا شدی 58. 1شمارة در

  کنیم. معرفی می
  عددي گنگ است. 2 قضیه. 67. 1

)چون  .اثبات ) 22 2یک جواب معادلۀ  2پس  2 2x  در دیگر،  است. از سوي
  عددي گنگ است.  2جواب ندارد. پس  ه این معادله در دانیم ک می

توان نتیجـۀ   از این قضیه هم می تذکر. 68. 1      را بـه دسـت آورد (زیـرا2   ولـی
2.(  

rگنگ باشد، آنگاه  xگویا و  rاگر (الف)  قضیه. 69. 1 x .گنگ است  
اگر  (ب) 0r  گویا وx  گنگ باشد، آنگاهrx .گنگ است  
1گنگ باشد،  xاگر  (پ) x/ .نیز گنگ است  

  مورد کافی است از برهان خلف استفاده کنیم.  در هر .اثبات

، نه نسـبت بـه جمـع    c1گنگ، یعنی  شود که مجموعۀ عددهاي سانی دیده میبه آ تذکر. 70. 1
  نه نسبت به ضرب.بسته است 

یک عدد گنگ وجود دارد (به سخن دیگر، کم  دستبین هر دو عدد حقیقی متمایز،  قضیه. 71. 1
c  در (چگال است  

xدو عدد حقیقی متمایز باشند و  yو  xفرض کنیم  .اثبات y در این صورت .x y  2 2 .
r ،است عددي گویا ماننـد   چگال در  چون    2 2x r y   وجـود دارد. بـه ،

این ترتیب عدد گنگ   2z r  بینx  وy .است  
 برخی از عددهاي گنگ است. شناسایی قضیۀ بعد محک خوبی براي  

pفرض کنیم عـدد گویـاي    ).2قضیه (منسوب به گاوس 72. 1 q/     کـه در آن دو عـدد صـحیح  

_________________________________________________________  
Aشد و مجموعۀ سخن با Xاگر  - 1 X ،متمم A  را با نمادcA دهیم. نشان می  

2 - K.F. Gauss 
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p  وq  هـاي صـحیح   اي بـا ضـریب   انـد، یـک ریشـۀ معادلـۀ چنـد جملـه       نسبت به هـم اول 

0 1 0n
n na x a x a...      باشد که در آن 1n  و0 0a در این صورت .| np a  و| 0q a  .  

pچون  .اثبات q/ کند، پس در معادله صدق می  

... 
    1 1

0 1 1 0n n n n
n na p a p q a pq a q  

)یا  ... ) 
  1 1

0 1
n n n

n np a p a q a qدهـد کـه    . این برابري نشان می| n
np a q  و از

|رو،  این np a  زیرا)p  وq اند). استدلال مشابهی هم براي  اول نسبت به هم| 0q a  .داریم  
عدد طبیعی  مثال. 73. 1 2k عـدد طبیعـی    اگراست.  داده شدهn  تـوان ،k  .1ام کامـل نباشـد ،

k آنگاه n .عددي گنگ است  

در حقیقت، با فرض  kx n داریم  0kx n    ،اگـر عـدد     . بـا اسـتفاده از قضـیۀ قبـل

عددي صحیح است و  aیک ریشۀ این معادله باشد، آنگاه  aگویاي  0ka n   یـاka n .
  این هم تناقض است. 

 هر عدد طبیعی به ازاي دهد که  استدلال مشابهی نشان می 2n ،n n .نیز عددي گنگ است  

  جبري و متعالیعددهاي 
  مجموعۀ کرد. بخشتوان دو  را از دیدگاه دیگري هم می  

اي بـا   اي چنـد جملـه   ریشـۀ معادلـه   x است هرگـاه  جبري xعدد گوییم  می تعریف. 74. 1
  نامیم. می متعالیرا  xباشد. در غیر این صورت  2هاي صحیح ضریب

3و  2عددهاي هر عدد گویا آشکارا عددي جبري است.  2 اند زیرا به ترتیب  جبري 3

اي  هاي چند جمله در معادله 2 2 0x و      6 4 3 29 4 27 36 23 0x x x x x  که
کنند. هر عدد متعالی آشکارا عددي گنگ اسـت (ولـی عکـس     هاي صحیح دارند، صدق می ضریب

  این گزاره آشکارا نادرست است).
نشـان دهـیم، آنگـاه     جبـري (حقیقـی) را بـا    عـددهاي   اگر مجموعـۀ همـۀ   قضیه. 75. 1

( , , . , )  .یک هیأت مرتب است  
  3پذیریم. این قضیه را بدون اثبات می

_________________________________________________________  
mیعنی به ازاي هر  - 1    داریمkn m.  
  هاي گویا. یا با ضریب - 2
]توانید در مرجع  این اثبات را می - 3  بیابید. 15[
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  1پذیر است. اي شمارش مجموعه  قضیه. 76. 1

nهاي صحیح  با ضریباي  چند جمله .اثبات
n na x a x a. . .0 1    را که در آن 1n و 

0 0a، گیریم. عدد طبیعـی   در نظر میn nn a a a| | . . . | | | |0 1     چنـد   شاخصرا
نامیم. به ازاي هر عدد طبیعی  اي می جمله 2mهاي داراي شاخص  اي ، مجموعۀ چند جملهm   را بـا

mB دهیم.  نشان میmB  اي متنـاهی اسـت. اکنـون فـرض کنـیم       آشکارا مجموعـهm   مجموعـۀ
اي متناهی است (چرا؟) و  مجموعه نیز mباشد.  mBهاي متعلق به  اي هاي حقیقی چند جمله ریشه

mmآشکارا داریم 






1
  به این ترتیب .  اسـت. بـا توجـه بـه رابطـۀ       2پـذیر  حداکثر شـمارش

   بینیم که  می پذیر است. شمارش  
  عدد متعالی وجود دارد. فرع. 77. 1

 پـذیر و   شمارش . چون cبر است با دانیم که مجموعۀ عددهاي متعالی برا می .اثبات

ناپذیر است، رابطۀ  شمارش   c دهد کـه   نشان میc  ناپـذیر   اي شـمارش  مجموعـه
3است.

  
) دو عـدد  4شـویم  (که بعداً با تعریـف دقیـق آنهـا آشـنا مـی      و  eشود که  ثابت می تذکر. 78. 1

  5با بسط دهدهی xعدد شود که  اند. همچنین، ثابت می متعالی
x / . . .0 1010010000001000  

، . . . عددي متعـالی  3!، 2!، 1!ترتیب برابر است با  به» تعداد صفرهاي بعد از ممیز « که در آن 
  است.
 اگر  «گوید  می 7اشنایدر – 6قضیۀ بسیار جالب گلفاند  و     دو عدد جبـري باشـند بـه

0 ،که   طوري 1  و c آنگاه ،   از ایـن گذشـته، از   ».  عددي متعـالی اسـت
  شود که  نتیجه می 8هاي بیکر قضیه

_________________________________________________________  
  است. همتوان با  Aیعنی  - 1
  همتوان باشد. اي از  با زیرمجموعه Sاست هرگاه  پذیر حداکثر شمارش Sاي مانند  گوییم مجموعه می - 2
 ».ر از تعداد عددهاي جبري است بیشت بسیارتعداد عددهاي متعالی « به این ترتیب  - 3
  را ببینید. 13. 9شمارة  براي تعریف  و(الف)  15. 3قضیۀ  eبراي تعریف  - 4
  دهیم. مورد بحث قرار می 3بسط دهدهی را در پیوست فصل  - 5

6 - A. Gelfond 

7 - Th. Schneider 

8 - A. Baker 
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در  3(در تعریـف   عددي متعالی اسـت  eعدد جبري ناصفر دلخواهی باشد، آنگاه  اگر  (یک)

aکه در آن  xa، با تعریف دقیق 3پیوست فصل    وx ، شویم). آشنا می  
و  0اگر  (دو) 1 ی باشد، آنگاه عدد جبري دلخواهLog .عددي متعالی است  

 هاي، عـدد بـراي مثـال  ».  باز است «اکنون دستتان براي ساختن بینهایت عدد متعالی جالب 
3 )1هیلبرتعدد ( 22 4e ،2Log  وLog( )3 2   .متعالی هستند 5

  بد نیست بدانید هنوز ثابت نشده است که آیا عددe .جبري است یا متعالی  

  حقیقی عددهايدستگاه گسترش یافتۀ 
,کـه  را بـه طـوري    2و  1دو شـیء متمـایز دلخـواه     نمادگذاري. 79. 1 1 2    در نظـر

  دهیم گیریم و قرار می می
 { , }  1 2   

به این ترتیب  .  
  قضیه. (الف) تابع 80. 1

x
f f x

x
: ] , [ , ( )

| |
  


11

1
  

  دو سویی است و وارون آن عبارت است از
x

g g x
x

: ] , [ , ( )
| |

  


11
1

  

  (ب) تابع
x

f f x f x x

x

: [ , ] , ( ) ( )





 
   
 

1

2

1
11

1
   

  دو سویی است و وارون آن عبارت است از
x

g g x g x x

x

: [ , ] , ( ) ( )





 
     
 

1

2

1
11 1 1

1
  

   گیرد. به آسانی انجام می اثبات.

_________________________________________________________  
1 - D. Hilbert 
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xقضیه. به ازاي هر  81. 1 y,  نویسیم  میx y هرگاه داشته باشیم  
f x f y( ) ( )  

  در این صورت
  است. یک رابطۀ ترتیبی تام بر  ) (الف

x(ب) به ازاي هر    1داریم 2 x .  
  کند. القا می را بر  رابطۀ ترتیبی معمولی  (پ) رابطۀ ترتیبی 

A(ت) فرض کنیم     در این صورت .A نسبت به) هم (sup  دارد همinf .  
  گیرد.  به آسانی انجام می اثبات.

(یا  و  به ترتیب نمادهاي  2و  1از این پس به جاي تعویض نمادگذاري. (یک)  82. 1
منفیبریم و آنها را به ترتیب  ) را به کار می مثبتو  بینهایت نامیم. می بینهایت  
  را به کار خواهیم برد. نیز نماد  از این پس به جاي نماد  (دو)

)مجموعۀ تماماً مرتب تعریف.  83. 1 , )  نامیم. می دستگاه گسترش یافتۀ عددهاي حقیقیرا  
هـاي   را نقطـه  و  و نمادهـاي   متنـاهی هـاي   را نقطـه  در این وضـع، عضـوهاي   

  نامیم. می نامتناهی
  دهیم مجموعۀ سخن است، قرار می هنگامی که مجموعۀ مرتب  قرارداد. 84. 1

   inf , sup   
  ،در مجموعۀ مرتب مثال.  85. 1

  
   
   
   

1 
 
 
 

inf , sup

inf , sup

inf , sup

inf , sup

  

در کارهـاي بعـد،    آسانیداریم نه عمل ضرب. با وجود این، براي جمع عمل نه  بر تذکر.  86. 1
  پذیریم: قراردهاي زیر را می

xبه ازاي هر  (یک) ،  
x x, ( )        
x x( ) , ( )        

     0x x  

، آنگاه xاگر  (دو)  x  و( )  x.  
، آنگاه xاگر  (سه)  x  و( )   x.  



  

 حقیقی و مختلطعددهاي . دستگاه  1فصل    23

 

) (چهار) ) ( )        ،  
( ) ( ) ( ) ( )           

  براي نمادهاي  و شویم. ي قائل نمیا هیچ معنی  

  هاي  بازه
چهار نـوع   هاي مرتب) آشناست. در  طور کلی در مجموعه (و به ها در  بازهخواننده با تعریف 

ها مشخصۀ جالبی دارند که در قضیۀ زیـر بیـان    بازة کراندار و پنج نوع بازة بیکران وجود دارد. بازه
  شود.  می

دو عضو داشته باشد. در این صورت دو  کم تدس Eقضیه. فرض کنیم زیرمجموعۀ  87. 1
  .ارزند گزارة زیر هم

  یک بازه است. E (الف)
,به ازاي هر دو عضو  (ب) x y E  به طوري کهx y از ، x z y شود  نتیجه میz E.  

  بدیهی است.»  (ب)  )(الف « اثبات.
infaدهـیم   گیریم و قرار مـی  در نظر می را زیرمجموعۀ  E»  (الف)  (ب) « E  و

supb Eدهـد کـه    هاي گوناگون) نشـان مـی   ت. یک استدلال ساده (بر پایۀ تشخیص حالE 
  است.  bو  aچپ و راست  سراي با دو  بازه

  اي باز. یا تهی است یا بازه اشتراك هر دو بازة باز در  قضیه. 88. 1
[فـرض کنــیم   اثبـات.  , [I a b  و] , [J     کـه در آنa ،b ،  و   بـه  تعلــق  

ــد و اینکــه a دارن b  و  ــرض کنـیـم . همچنـیـن، ف   E I Jــرار مــی  دهـیـم . ق
max{ , }u a   وmin{ , }v b دهــد کــه  . یــک اســتدلال ســاده نشــان مــیu v  و

] , [E u v.   
توان ثابت کرد که به طور کلی اشتراك هر دو بـازة دلخـواه در    با استدلال مشابهی می تذکر. 89. 1
 .1یا تهی است یا بازه  

  مختلط عددهايدستگاه 

  دیدیم که به ازاي هرz  داریم2 0z رو،  و از این 2 1 0z. دهد  این نشان می

که معادلۀ  2 1 0z  در    اي از  مجموعـه  نسـاخت ن بخـش،  جواب نـدارد. هـدف مـا در ای ـ  

_________________________________________________________  
]قرار دهیم  xر اینکه به ازاي هر به شرط ب - 1 , ] { }x x x  از این گذشته، اگر این دو بازه همنوع باشـند و .

 اي از همان نوع است. همدیگر را قطع کنند، اشتراکشان نیز بازه
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است به طوري که در چارچوب آنها معادلۀ یاد شـده جـواب   »  مختلط عددهاي «به نام »  اشیا «
  داشته باشد.

نـامیم و   مـی  طمخـتل  عـدد را یـک   (x,y)حقیقی مانند  عددهايهر جفت مرتب از  تعریف. 90. 1
مختلط، یعنی  مجموعۀ همۀ عددهاي  را با ، دهیم. نشان می  

)اگـر   , ) z x y ،x  و  حقیقی جزءراy  موهـومی  جزءرا z  نویسـیم   و مـی  1نـامیم  مـی
Rex z  وImy z.  

  جمع و ضرب مجهز به دو عمل قضیه.  91. 1
x y x y x x y y x y x y xx yy xy yx( , ) ( , ) ( , ) , ( , ) ( , ) ( , )                  

)یک هیأت است. عدد  , )0 )و عدد  صفرِ  0 , )10  یک  است. قرینۀ( , )x y   عبارت اسـت از
( , ) x y  عدد و اگر( , )z x y صفر نباشد، آنگاه  

yxz
x y x y

,( ) 


 

1
2 2 2 2

  

   گیرد. به آسانی انجام می .اثبات
)عدد  تعریف و نمادگذاري. 92. 1 , )عدد  و حقیقی )واحد یا( یکه را 10( , )0  )واحـد  یـا ( یکـه را  1

)دهیم، یعنی  نشان می iرا با یکۀ موهومی نامیم.  می هومیمو , ) 0 1i.  
  توان به یک هیأت مرتب تبدیل کرد. مختلط را هرگز نمیعددهاي هیأت  تذکر. 93. 1

هیـأت مرتـب بشـود. چـون      یـک  اي ماننـد   مجهـز بـه رابطـه    فرض کنیم  ،در حقیقت

( , ) 0 0i پس ،( , )2 0 0i رو، و از این  

( , ) ( , ) ( , )   2 0 0 10 0 0i  
  ( , ) ( , ) 10 0 0  

  (( , )) ( , ) 210 0 0  
  ( , ) ( , ) 10 0 0  

  با سطر دوم تناقض دارد.هم و این 
ع تاب قضیه. 94. 1 :  ،  

( ) ( , ) 0x x  
  گیریم. در این صورت در نظر میرا 
_________________________________________________________  
)با توجه به هندسۀ تحلیلی مقدماتی، هر عدد مختلط  - 1 , )z x y اي بـه مختصـات    توان نقطـه  را می( , )x y  در

را  y، محـور  محـور حقیقـی  را  xصفحه (ي مجهز به یک دستگاه مختصات دکارتی) تلقی کرد. در این وضع، محـور  
  نامیم. می صفحۀ مختلطو صفحه را  محور موهومی
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  یک به یک است ولی پوشا نیست. (الف) 
) (ب) ) ( ) ( )   x x x x  .  
) (پ) ) ( ) ( ) xx x x  .  

  همه چیز آشکار است. .اثبات
)و  xبا توجه به قضـیۀ بـالا، از ایـن پـس بـین       رداد.قرا 95. 1 ) ( , ) 0x x    فرقـی قائـل

)نویسیم  شویم، یعنی می نمی , ) 0x xبینیم که  . با این قرارداد می .  
 قضیه. 96. 1 2 1i  یا) 2 1 0i به سخن دیگر، معادلۀ .( 2 1 0z  در .جواب دارد  

  مختلط و قرارداد قبل داریم با توجه به تعریف ضرب عددهاي .اثبات
 .( , ) ( , ) ( , )     2 0 1 0 1 10 1i  

)کنیم  فرض مختلط. عددهايصورت متعارف  .97. 1 , ) z a b. در این صورت  
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )( , )      0 0 0 0 0 1z a b a b a b a bi  

  دهیم. به همین صورت نشان می تنهااز این پس هر عدد مختلط را 
فرض کنیم  تعریف. 98. 1 z a bi .مختلط( مزدوج (z  را باz  ـ  نشان مـی  ا دهـیم و آن را ب

رابطۀ  z a bi کنیم. تعریف می  
  هاي زیر است. ي مختلط داراي ویژگیگیر مزدوج قضیه. 99. 1

z (الف) z.  
z(ب)  z  اگر تنها اگر وzهمچنین .، z z  اگر  تنهاو اگرz i  که در آن.1  
z(پ)  zz z 1 21 2    وzz z z 21 2 1 .  
zاگر  (ت) 2 z، آنگاه 0 z z z/ /1 2 1 2.  

Re) ث(



2

z z
z  وIm




2
z z

z
i

.  

  گیرد. به آسانی انجام می .اثبات
Pاگر مثال.  100. 1 z( هـاي حقیقـی باشـد، آنگـاه      اي یک متغیرة مختلط با ضریب یک چندجمله (

P z P z( ) ( ) .بنابراین، اگرa ib یک ریشۀ معادلۀ0P z( aباشد، ( ib .نیز یک ریشۀ آن است  
فرض کنیم  تعریف. 101. 1 z a bi .قدرمطلق z  را با| |z دهیم و آن را بـا رابطـۀ    نشان می

| | 2 2z a b 2کنیم. تعریف می  

_________________________________________________________  
  نامیم. می موهومی محضیک عدد  را که در آن  iهر عدد مختلط مانند  - 1
|از نظر هندسی،  - 2 |z  عبارت است از فاصلۀ اقلیدسی نقطۀ( , )a b       تا مبدأ (در صـفحۀ مجهـز بـه یـک دسـتگاه

|مختصات دکارتی). به همین ترتیب،  |1 2z z 1هاي  عبارت است از فاصلۀ اقلیدسی نقطهz  2وz.  
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  ت.هاي زیر اس داراي ویژگی قدرمطلق قضیه. 102. 1
|z(الف)  | 0  اینکه و| | 0z  اگر  تنهااگر و 0z.  

| (ب) | | |z z.  
| (پ) | 2z zz.  
| (ت) | | || |1 2 1 2z z z z.  
zاگر  (ث) 2 z، آنگاه 0 z z z| / | | | / | |1 2 1 2.  

| )ج( Re | | |z z  و| Im | | |z z.  
| )چ( | | | | |  1 2 1 2z z z z       (نابرابري مثلثی)  
|) ح( | | | | |  1 2 1 2z z z z.  

  بینیم که میکنیم.  ) را ثابت میچ(تنها  .اثبات
  | | ( )( ) | | | | Re( )     2 2 2

1 2 21 2 1 2 1 2 12z z zz z z z z z z  

  .z z z z z z| | | | | | (| | | |)    2 2 2
1 2 1 2 1 22  

|با کدام شرط داریم  .پرسش 103. 1 | | | | |  1 2 1 2z z z z؟  
2فرض کنیم  .پاسخ 0zدر این صورت .  

  | | | | | | | | (| | | |)      2 2
1 2 1 2 1 2 1 2z z z z z z z z  

  Re( ) | | 2 21 1z zz z  
   21 0zz  

  | |    21 1
12 2

0 0
z z

zz z
  

 اگر  ،به همین ترتیب2 0zتوان ثابـت کـرد کـه     ، میz z z z| | | | | |  1 2 1 2 

z اگرتنها اگر و  z/ 1 2 0.  
. انـد  داده شـده  1b ،... ،nbو  1a، ...  ،na). عددهاي مختلط C.B.S1(نابرابري  قضیه. 104. 1

  در این صورت
n n n

k k k
k k k ka b a b| | | |( ) ( )

  
   

1 1 1

2
2 2  

  سب باشند.ها متناbها و aاگر  تنهاشود اگر و  این نابرابري به برابري تبدیل می
_________________________________________________________  

1  -  Cauchy- Bunyakowski-Schwarz 



  

 حقیقی و مختلطعددهاي . دستگاه  1فصل    27

 

  دهیم قرار می اثبات. روش یکم
n n

k k
k k

u a v b| | , | |
 

  2 2

1 1
  

uکنیم که  و فرض می 0  وv 0 به ازاي . بینیم که می  

    2
k k k k k ka b a b a b| | ( )( )    

  k k k ku v a b a b| |      2  
kبا فرض  ka b v( )/   رابطۀ بالا به صورت  

( )  k ka b u v| | | |    2 2  
  طرف چپ نامنفی است، پسآید. چون  در می

u v| | 2 0  
Cو این همان نابرابري  B S.   است. .

)از سوي دیگر، با استفاده از  ) داریم  
n n n

k k k k
k k k

a b a b u v| | . | | | |( ) ( ) ( ) 
  

     2 2 2 2

1 1 1
0  

  


   2

1
0

n

k k
k

a b| |  

  k kk a b,     

باز هم با فرض  روش دوم
n

k
k

u a| |


  2

1
و  

n

k
k

v b| |


  2

1
  بینیم که می 

  
 

   2

1 1
2 2

n n

k j j k k j j k
k j k j

a b a b uv a b a b
, ,

| | Re . .  

  
 

   
1 1

2 2
n n

k k j j
k j

uv a b a bRe( )( )  

( )  
n

k k
k

uv a b| |


   2

1
2 2  

  (چرا ؟). چون طرف چپ نابرابري بالا نامنفی است، پس
2

1
2 2 0

n

k k
k

uv a b| |


   

Cو این همان نابرابري  B S.   است. .
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)از سوي دیگر، با استفاده از    بینیم که می (

  
n n n n

k k k k k k
k k k k

a b a b a b uv| | | | . | |( )( )
   

     
2

2 2 2

1 1 1 1
  

  
n

k j j k
k j

a b a b
,

| |


   2

1
0  

  k j j kk j a b a b, ,   0  
  a ها وbاند ها متناسب  

  اکنون اثبات قضیه تمام است. 
  آنگاهمثبت باشند،  یعددهای 1a ،... ،naاگر  مثال. 105. 1

...( ... )( )    2
1 1

11
n n

a a naa
  

  داریم C.B.Sبا توجه به نابرابري در حقیقت، 

( ... ) ( ) ( ) ( )
  

        
1 1 1

2 2 21 11 1
n n n

k k k
k k

kn k

n a a aa
  

  بعدي اقلیدسی nفضاي 
  فرض کنیمn  عددي طبیعی باشد. مجموعۀ همۀnحقیقـی را   عـددهاي از  هاي مرتب تایی

  هاي جمع و ضرب اسکالر، یعنی با عمل nشود که  دهیم. به آسانی دیده می نشان می nبا 
( ,..., ) , ( , ..., )    1 1 1n n nx y x y x y x x x    

)ت. نقطـۀ  بعدي اس ـ n، یک فضاي برداري حقیقی که در آن  ,..., )0 فضاسـت و   مبـدأ  0
)نویسیم  می ,..., )0 0 0.  

. در ایـن  باشـند و   nدو زیرمجموعـۀ نـاتهی    Bو  Aفـرض کنـیم    نمادگذاري. 106. 1
Aصورت معنی نمادهاي  B  وA عبارت است از  

{ : , } , { : }      A B x y x A y B A x x A   
ــه جــاي  )ب ) 1 A ــی )نویســیم  م )A  ،همچنــین .A B  ــا ــر ب )را براب ) A B  ــف تعری

    1کنیم. می

_________________________________________________________  
}اگر  - 1 }A u به جاي ،A B نویسیم  میu B.  

 جمله
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  ه ازاي هر دو عنصرب تعریف. 107. 1
n n

n nx x x y y y( ,..., ) , ( ,..., )   1 1   

عدد 



1

n

k k
k

x y  حاصلضرب داخلیرا x  وy نـامیم و آن را بـا نمـاد     می( | )x y   یـا.x y   نشـان

  دهیم. پس می

( | )


 
1

n

k
k kx y x y  

)در حالت خاص داریم  | ) | |


 
1

2n

k
kx x x به ازاي . 1n بینیم که  می( | ) x y xy.  

  هاي زیر است. ب داخلی داراي ویژگیضر قضیه. 108. 1
) (الف) | ) ( | )x y y x.  

) (ب) | ) ( | ) ( | )  x y z x y x z.  
  داریم به ازاي هر  (پ)

( | ) ( | ) ( | ) x y x y x y    
) (ت) | )0x x  و( | ) 0x x  اگر  و تنهااگر 0x.  

   گیرد. به آسانی انجام می .اثبات

فرض کنیم  مثال. 109. 1 2n ، nx  و 0x . عنصـري ماننـد   در این صورت ny ،
0y ، به طوري که هست( | ) 0x y.  

nxدر حقیقــت، فــرض   x x( ,..., ) 1و اینکــه بــراي مثــال،    1 0x  عریــف . بــا توجــه بــه ت
( | )   k kx y x y  کافی است قرار دهیم ،  

, ...


    
2

1 2
1

1 1
n

k
k ny x y y

x
  

  گزارة بالا به ازايn  )رابطـۀ  درست نیسـت، زیـرا در ایـن حالـت      1 | ) 0xy x y 
  .0yدهد که باید  نشان می

به ازاي هر  تعریف. 110. 1 nx عدد نامنفی ،/( | )1 2x x  اقلیدسی( نرُمرا (x نـامیم و آن   می
  دهیم. پس نشان می xنماد با را 

n

k
kxx x x

/
( | ) ( )


  

1 2

1
2  

به ازاي  1n  آشکارا داریمx x.  
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  .هاي زیر است قضیه. نرم داراي ویژگی 111. 1
) (الف) | )

2
x x x.  

) (ب) | )  x y x y.  
|| (پ) || 0x  و|| || 0x  اگر  تنهااگر وx .مبدأ باشد  
داریم  به ازاي هر  (ت) x x .  
 (ث)  x y x y.          (نابرابري مثلثی)  
|| (ج)   x y x y.  

  بینیم که  می(ث)  گزارةاست. براي  C.B.S(ب) حالت خاصی از نابرابري  گزارة .اثبات

  ( | ) ( | ) ( | )       
2 2 2

x y x y x y x x y y x y  

    
2 22x x y y  

   .( )  2x y  
(ث) و (ج) در قضـیۀ بـالا، برابـري     هاي گزارهدهد که در  یک استدلال ساده نشان می تذکر. 112. 1

xداشته باشیم  اگر به ازاي عددي نامنفی مانند  تنهابرقرار است اگر و  y  یاy x.  

 فضايهاي جمع، ضرب اسکالر، ضرب داخلی و نرم (اقلیدسی)،  مجهز به عمل n تعریف. 113. 1
n نام دارد. بعدي اقلیدسی  

,اگر  مثال. 114. 1  nx yآنگاه ،  

x  الاضلاع) (قانون متوازي y x y x y( )
2 2 2 22      

  ( | )   
2 2 4x y x y x y  

مجموعۀ  تعریف. 115. 1 nI   ي( بـازه را یـک n  نـامیم هرگـاه برابـر باشـد بـا       ) مـی بعـدي
]اي مانند  . در حالت خاص، بازهبازة  nحاصلضرب دکارتی  , ] ... [ , ] 1 1 n na b a b بـازة   یک

باز باشند (کراندار یـا  »  اي مؤلفه «هاي  نام دارد. اگر همۀ بازه بعدي n یک حجرةیا  کرانداربستۀ 
  نامیم. می بعدي n بازة بازبیکران)، حاصلضرب دکارتی را یک 
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  چند نابرابري  : 1پیوست فصل 
I عدد حقیقی 1(نابرابري برنولی .( اي است که  به گونه 1 0 .به ازاي هـر   در این صورت

)داریم  nعدد طبیعی  )  1 1n n  .از این گذشته ،( )  1 1n n   تنهـا  اگر و
اگر  0  یا 1n.  را نیز ببینید.) 18(تمرین  

  درست باشد، آنگاه kبه ازاي بري نابرااگر در حقیقت، 

  k k( ) ( ) ( )  11 1 1     
  k( )( ) 1 1    

  ( ) ( )      21 1 1 1k k k    
  بریم. اکنون استقراي ریاضی را به کار می نیز درست است. 1kبه ازاي پس نابرابري 

اگــر  0  یــا 1n       آنگــاه برابــري آشــکارا درســت اســت. بــرعکس، بــا فــرض ، 

( )  1 1n n   وn    ، بنابر آنچه در بالا آمد داریم1

( ) ( )       21 1 1 1nn n n     
رو،  و از این 0 را؟).(چ  

II .  اگر عدد حقیقیx سرو د اي با متعلق به بازه a  وb  که در آن)a b  باشد، آنگاه (  
x a bmax{| |,| |}  

  هاي قدرمطلق را به کار ببریم. کافی است ویژگیدر حقیقت، 
III .  1اگر عددهاي حقیقی مثبتx ،. . .  ،( ) nn x  در رابطۀnx x x. . .1 2 1    ،صـدق کننـد

ــاه nx آنگـ x x n. . .1 2       ــه ــت کـ ــن اسـ ــري ایـ ــراي برابـ ــافی بـ ــرط لازم و کـ . شـ

nx x. . .1 1  .  
برقـرار باشـد.    kبـه ازاي  ي نـابرابر فـرض کنـیم    در حقیقت، بـا اسـتفاده از اسـتقراي ریاضـی    

.، x1همچنین، فرض کنیم عددهاي مثبت  . .  ،kx ،kx 1هاي در رابطه  

k k k kx x x x x x. . . , ,1 2 1 11 1 1     
  ریمورت با توجه به فرض استقرا داصدق کنند. در این ص

_________________________________________________________  
1 - Jacob Bernoulli 
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  ... ( )   1 2 1k kx x x x k  
  ...           1 2 1 1 1k k k k k kx x x x k x x x x  

  ( )( )      11 1 1 1k kk x x k  
دهد که اگر دست کـم یکـی    روند استدلال نشان میاز این گذشته، شود.  تمام مینابرابري اثبات و 
...باشد، آنگاه  1ها مخالف xاز    1 2 nx x x n  .  
IV .  1فرض کنیمx ،. . .  ،nn x( )  عددهاي حقیقی مثبت دلخواهی باشند و  

n

n n n
xx

x x n
A G x x Hn

....
, ... ,

...

 
  

 
1

1
1 11

  

  در این صورت
 H G A  

nxشرط لازم و کافی براي برابري آن است که  x. . .1  .  
   میـانگین همسـاز  و  میـانگین هندسـی  ، میـانگین حسـابی  را بـه ترتیـب    Hو  A ،Gي عددها

1x، . . .  ،nx نامیم. می حسابی –هندسی  –همساز  هاي نابرابريهاي بالا را  و نابرابري  
  قرار دهیمدر حقیقت، اگر 

 1 1 n ny x G y x G/ ,..., /  
nyآنگاه  y... 1 nyرو،  و از این 1 y n...  1  و این دقیقاً یعنیA G براي برابري لازم .

...و کافی است که   1 1ny y  یاnx x G... ( )1   .  
Gنابرابري  درنگ از نابرابري دوم بی A شود (چگونه ؟). نتیجه می  

V.  1عددهاي حقیقی مثبت دلخواهx ،... ،nx    1و عددهاي گویاي مثبـت دلخـواهp ،... ،np 
npبا فرض  . در این صورتاند داده شده p p...  1 داریم  

n
p

p p n n
n

p x p x
x x p

...
... ( ) 

1 1 1
1  

...براي برابري لازم و کافی است که  1 nx x.  
در رابطۀ  و  دو عدد مثبت باشند و اگر دو عدد گویاي مثبت  bو  aدر حالت خاص، اگر 

  1  صدق کنند، آنگاه  

 a b a b     
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نخسـت فـرض کنـیم    در حقیقت،  1p    در ایـن صـورت هـر .ip  تـوان بـه صـورت     را مـی

im m/  نوشــت کــه در آنim  وm عــددهایی طبیعــی هســتند و ،...  1 nm m m .
  بینیم که می IVاکنون با استفاده از 

  n np mp m n nm
n n

m x m x
x x x x m

...
... ...

 
 1 1 1 1

1 1  

  ...  1 1 n np x p x  
...اي برابري لازم و کافی است که ، برIVبا توجه به  1 nx x.  

iفرض در حالت کلی با  iq p p/  داریم...  11 nq q  رو، بنـابر آنچـه در بـالا     اینو از
  آمد،

n n
pq pq p n n

n n n n
p x p x

x x q x q x x x p
...

... ... ... ( ) 
    1 1 1 1

1 1 1 1  

VI.   1عددهاي حقیقـیa ،... ،na  1وb ،... ،nb  کـه در آن ...   1 2 0nb b b  داده
. به ازاي هر اند شده 1 p n دهیم  قرار می...  1p ps a a کنیم بـه ازاي   و فرض می

و هر  Mو  mدو عدد  1 p n  داشته باشیم pm s Mدر این صورت .  


 1 1

1

n

k k
k

mb a b Mb  

0ا فرض در حقیقت، ب 0s بینیم که می  

( )
 

   1
1 1

n n

k k k k k
k k

a b s s b  

  



 

  
1

1
1 1

n n

k k k k
k k

s b s b  

  ( )





  
1

1
1

n

k k k n n
k

s b b s b  

  آیند (چگونه؟). هاي خواسته شده به دست می و نابرابري
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  حل شده چند مسألۀ
  

)فرض کنیم  .1 ) i i IA  هـاي نـاتهیِ    تهی از زیرمجموعـه نـا اي  خـانواده     باشـد. اگـر مجموعـۀ



 i
i I

A A  از بالا کراندار باشد، ثابت کنید کهsup sup (sup )


 i
i I

A A. مشـابهی   گزارة

  داریم. infهم براي 
iبه ازاي هر  حل. I دهیم  قرار میsupi ia A       طـرف چـپ و راسـت رابطـۀ بـالا را بـه .

iAنامیم. از  می bو  aترتیب  A شود که به ازاي هر  نتیجه میi  داریمia a رو،  و از این
sup ib a a،برعکس .  

:       j jx A j x A x a x b  
supپس  a b.  

Mفرض کنیم مجموعۀ ناتهی  .2   الا کراندار باشد و از بa  نشان دهید که .  

x M
a x a Msup inf{ , } inf{ , sup }


  

  بینیم که نامیم. می می و طرف راست را  طرف چپ رابطۀ بالا را  حل.
      x M a x: inf{ , }    

  a x,     
  a M, sup         

بنابراین،   ،(چرا؟). از سوي دیگر  
  a M, sup        

  a x M x, :       
  a x ainf{ , }      

و از این رو،   ،در نتیجه . .  
 بینیم که اگر مجموعۀ ناتهی  به آسانی میM     از پایین کراندار باشـد وa   ،
  آنگاه

x M
a x a Minf sup{ , } sup{ , inf }


  

آن را  supو  infبه ترتیـب   Mو  mباشد و  یک زیرمجموعۀ ناتهی کراندار  Aفرض کنیم  .3
  نشان دهند. ثابت کنید که

sup{ : , } sup{| |: , }      M m x y x y A x y x y A  



  

 حقیقی و مختلطعددهاي . دستگاه  1فصل    35

 

  دهیم قرار می حل.
, {| |: , }    E A A F x y x y A  

  است. پس   Eمجموعۀ عنصرهاي نامنفی  Fروشن است که 
sup supF E  

  sup inf   A A M m  
  ناتهی و از بالا کراندار باشد. ثابت کنید که  Aزیرمجموعۀ فرض کنیم  .4

x x A Ainf{ / : } sup
11    

supفرض کنیم  حل. A  1وB x x A{ / : } در این صورت .  

x A x Bx inf  
1 1 10         

/1اکنون فرض کنیم  هاي  به ویژگی . در این صورت با توجهsup داریم  
       

1 10  

x A x x:          
1 1 1  

1Binfنیست. پس  Bیک کران پایین براي  دهد که  این نشان می /.  
 .اگر تذکر A » باشد، یعنی اگر همۀ عنصـرهاي  »  دور از صفرA   ثـابتی   از عـدد مثبـت

Bبیشــتر باشــند، آنگـــاه    mماننــد   Asup / inf1  ؟). در غیــر ایــن صـــورت    (چــرا
sup  B ؟). (چرا  

فرض کنیم  .5 2n  .1با فرض عدد طبیعی دلخواهی باشد 11 2u
n

...    نشان دهید که  

n u n    2 1 2 2 1  
  بینیم که نخست می حل.

k k k
k k k k

( )
1 2 22 2 1

2 1
      

 
  

uرو،  و از این n 2   . از سوي دیگر،1

k k k
k k k k

( )
1 2 21 2 1

2 1
      

 
  

uبنابراین،  n  2 1 2.  
  به ازايn  uداریم  610 1998 u. پس 1999    1998.  
 به ازاي  پرسشn  310 ،u   کدام است؟  



  

  مبانی آنالیز ریاضی         36

 

cosنشان دهید که  .6   1عددي گنگ است. 020

cosدهیم  قرار می حل. 020x   رابطـۀ . بـا اسـتفاده از cos cos cos 33 4 3    و

انتخاب  020بینیم که  ، می  38 6 1 0x x هاي گویاي ایـن   ریشه 72. 1. بنابر قضیۀ
} اند بـه مجموعـۀ   متعلقمعادله، در صورت وجود،  , / , / , / }1 1 2 1 4 1 8     چـون .

/ cos 01 2 20 1  پس ،cos   عددي گنگ است. 020
اگر  .7 2n  عددي طبیعی باشد، نشان دهید کهn 2 عـددهاي  گنگ است. همچنـین،   1

n 2 nو  1 n  1   گنگ هستند. nبه ازاي هر عدد طبیعی  1
nاگر  حل. 2 ؟). در نتیجـه،   (چـرا  mبا عددي طبیعـی ماننـد   باشد برابر  بایدگویا باشد  1

 2 21n m رو،  و از این  1n m  و  1n m به این ترتیب داریم . 1n  و این
nخلاف فرض     است. 2

nاستدلال مشابهی براي  2 n(به ازاي  1    داریم.) 1
nاگر عدد  n  1 nباشد، آنگـاه   گویا 1 2 شـود (چـرا؟) و    مـی  گویـا نیـز   1

  دیدیم که این هم ناممکن است.
x عددنشان دهید که  .8  3 2   گنگ است. 3

xاگر دو طرف  حل.   33   را به توان سه برسانیم رابطۀ   2
x x x( )   3 29 2 3 3 1  

رو، طـرف راسـت نیـز گویـا      گویا باشد، آنگاه طرف چپ گویاست و از این xآید. اگر  به دست می
  گنگ است. xس شود و این هم آشکارا تناقض است. پ می

aسه عدد گویا باشند و  cو  a، bاگر  .9 b c  2 3 5  ، ثابت کنید که0  0a b c.  
bگیریم کـه   نتیجه می داده شدهاز رابطۀ  .حل c bc a  2 2 23 5 2 15 . بنـابراین، بایـد   2
0bc اگر . 0b به صـورت   داده شده، آنگاه رابطۀa c2 aیـا   5 c 2 10 
گنگ اسـت بایـد    10آید. چون  درمی 0a c     بـه همـین ترتیـب اگـر .0c  نتیجـه ،

گیریم که  می  0a b.  
aســـه عـــدد گویـــا باشـــند و   cو  a ،bاگـــر  .10 b c  3 32 4 ، ثابـــت کنیـــد کـــه 0

  0a b c.  
_________________________________________________________  
  شویم. آشنا می cosو  sinبا تعریف دقیق (یعنی تعریف تحلیلی) توابع  9در فصل  - 1
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اگر  حل. 0bشود که  ، به آسانی دیده می 0a cدهد کـه   . استدلال مشابهی نشان می
، آنگاه 0cاگر   0a bکنـیم اتفاقـاً    . پس فرض میb  cو  0 0  دهـیم   . قـرار مـی
x3 y3و  2   بینیم که . می4

              
2 2 20

2 4
bx cy a

a bx cy bx cy a
c x b y a bc

  

bتوجه به  با c 3 32 xشـود کـه    (چرا؟) از حل دستگاه بالا نتیجه مـی  0 3 2   و
y 3 4   تناقض است.هم و این  

|zاگر  .11 | بـه طـوري کـه     bو  a، ثابت کنیـد کـه بـه ازاي هـر دو عـدد مخـتلط دلخـواه        1

bz a  داریم  0



1az b

bz a
.  

|از  حل. |  1z شود که  نتیجه میz z/1 پس .  

| | | | | |
| | | |

   
  

  

1
1z a b z a bzaz b

bz a a bz a bz
  

هـاي معادلـۀ    عـددي طبیعـی باشـد، ثابـت کنیـد کـه همـۀ ریشـه         nعددي حقیقی و  aاگر  .12
niz ia

iaiz( ) 
 

1 1
  اند. حقیقی ، در صورت وجود،11

با فرض  حل. z x iy ،بینیم که می  
n ny ixy ix ia

y ix y ixia
| |
| |

( ) ( )   
  

   
11 1 11 11

  

  | | | |     1 1y ix y ix  
     4 0 0y y  

,اگر  .13  z z ، ثابت کنید که| | | | | | | |      z z z z z z.  
  بینیم که می حل.

z z z z z z z z z z| | | | | ( ) ( ) | | | | |             2 2  
   به همین ترتیب،

| | | | | |    2 z z z z z  
  .آید به دست میخواسته شده ي ر، نابرابنابرابري بالااز جمع دو 
 تعبیر هندسی این مسأله چیست؟ پرسش  
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|دو عدد مختلط باشند، ثابـت کنیـد کـه     bو  aاگر  .14 | | |  1a b ab   اگـر   تنهـا اگـر و
| |  1a  یا| |  1b به ازاي کدام مقدارهاي .a  وb  داریم| | | |  1a b ab؟  

|با توجه به  حل. | | | | | Re( )   2 2 2
1 2 1 2 1 22z z z z z z داریم  

| | | | | | | |      2 21 1a b ab a b ab  
  | | | | | | | |   2 2 2 21a b a b  

  (| | )( | | )   2 21 1 0a b  
  | |  1a  یاb| |  1  

|دهد که  استدلال مشابهی نشان می | | |  1a b ab  اگـر   تنهـا اگر و»| |  1a  و
| | 1b « یا»| |  1a  و| |  1b.«  

|اي هسـتند کـه    بـه گونـه   3zو  1z ،2zسه عـدد مخـتلط    .15 | | | | |  1 2 3 1z z z  و
  1 2 3 0z z z.  1ثابت کنید کهz ،2z  3وz الاضلاع هستند. سه رأس یک مثلث متساوي  

  بینیم که در حقیقت، می حل.
z z z z z z( )      1 2 3 3 1 20  

  z z z| | | |  2 2
3 1 2  

  z zRe( )  1 22 1  

  z z z z| | | |     2
1 2 1 23 3  

به همین ترتیب داریم    2 3 3 1 3z z z z| | |   شود. و کار تمام می |
wعدد مختلط ناصفر  .16 u iv   داده شده است. نشان دهید که معادلۀz w2   دقیقـاً دو

  جواب متمایز دارد و آنها را بیابید.
zنیـز یـک جـواب آن اسـت و اینکـه       zیک جواب معادله باشد، آشـکارا   zاگر  حل. z  

اي درجۀ دوم است، پس بـیش از   (چرا؟). از این گذشته، معادلۀ داده شده یک معادلۀ چندجمله
  ماند اینکه نشان دهیم این معادله دست کم یک جواب دارد. دو جواب ندارد. می

aفرض کنیم  ib  جواب معادله باشد. در این صورتیک  

a ib w a b iab w a b w( ) , | |       2 2 2 2 22  

  
           

22 2

2 2 2
2

2

w u
aa b u

w ua b w b

| |

| || |
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  دهیم قرار می
 

 
1 2 1 2

2 2
w u w u

a b
/ /| | | |

,( ) ( )  

vفرض کنیم  (یک)  z. در این وضع، با فرض 0 a ib  خواهیم داشت  
w u w u

z i w u
| | | |

| |
 

   2 2 2
2 2

  

      u i v u iv w.| |  
  یک جواب معادله است. zپس 
vفرض کنیم  (دو)  a. در این وضع، با فرض 0 ib   خواهیم داشت  

w u w u
i w u

| | | |
| |

 
   2 2 2

2 2
  

  u i v u iu w.| |      
  ادله است.یک جواب مع پس 

v، به ازاي به این ترتیب  aاند از  هاي معادله عبارت جواب 0 ib( )  اگر .v  هـا   ، جواب0
aاند از  عبارت ib( ) .  
 .هاي معادلۀ کلـی   براي یافتن جواب تذکرnz w   کـه در آنn    29. 9، شـمارة 

  ) را ببینید.9(در فصل 

 nهایی متعلق بـه  x»  مکان هندسی «باشند.  nدو نقطۀ متمایز در  bو  aفرض کنیم  .17
xرا بیابید که در رابطۀ  a x b    صدق کنند. 2

  بینیم که  می حل.

  x a x b x a x b      
2 22 4  

  
2 22 4 42 03 3

b a b a
x x( ) 

     

  b a b a b a
x

2 2 2 24 4 4 03 9 3
  

      

  b a
x b a


   

4 2
3 3  

4اکنون اگر قرار دهـیم  
3

b ac   2و
3r b a    ت عبـار  خواسـته شـده  ، آنگـاه مکـان

  مجموعۀشود از  می
nx x c r{ : }    
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 .اگر به طورکلی  تذکر 0  و  اي مانند  ، آنگاه نقطه1 nc    و عـددي ماننـد
0r      وجـود دارنــد بـه طــوري کـه مکــان هندسـیx متعلـق بــه  هــاییn   کـه در رابطــۀ

x a x b   مجموعۀ کنند عبارت است از صدق می  
1nx x c r{ : }    

به ازاي  3n  و 2n مکان این ،x ها به ترتیب کره و دایرة به مرکزc  و شعاعr .است  
  دو عدد حقیقی دلخواه باشند، ثابت کنید که yو  xاگر  .18

x y x y x y x y x y x y
, ,( ) ( ) ( )     

  
2 2 4 4 8 84 82

22 2 22 2  

شـوند.   درنگ از آن نتیجه مـی  کنیم، زیرا دو نابرابري دیگر بی را ثابت می میکنابرابري  تنها حل.
  بینیم که می

x y x y
xy x y x y( )( ) 

      
2 22 2 2 22 02 2  

 .را نیز ببینید. 5 در پیوست فصل 13و فرع  1تعریف  تذکر  
اي باشـند کـه    بـه گونـه   yو  xاگر دو عدد حقیقی دلخـواه   .19 0x y بـه ازاي هـر    ، آنگـاه

n داریم  
n nnx y x y( ) 

2 2  

yکـه  تـوان فـرض کـرد     برقرار باشد. همواره می k يابه ازاین نابرابري فرض کنیم  حل. x .
|پس  | y x رو، و از این  

( )( )       1 1 0k k k k k kx y xy yx x y x y  
  بنابراین،

  
kkx y x y x y( ) ( )

  
 

1

2 2 2  

   
 

2 2

k kx y x y  

  
      

 
1 1 1 1

4 2

k k k k k kx y x y y x x y  

  بریم. اکنون استقراي ریاضی را به کار می
_________________________________________________________  
  دهد که یک محاسبۀ ساده نشان می -1


  

 

2

2 21 1
b a

c r b a, .
 

 
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عددهاي حقیقی  .20 1h  و0b در این صورت عددي طبیعی ماننـد  اند.  داده شدهn   وجـود
nhکه  دارد به طوري b.  

nhداشـته باشـیم    nعدد طبیعـی  فرض کنیم به ازاي هر  حل. b ي ماننـد  . عـدد0 
هست به طوري که  1h     در این صورت با توجه به نابرابري برنولی، بـه ازاي هـر عـدد .

طبیعی  1n داریم  
n n b

n h b n( )  
11 1 

        

  .)لا کراندار نیستاز با تناقض است (زیرا هم و این 
x1اي است که  به گونه xعدد حقیقی  .21 0  ثابت کنید که به ازاي هر عدد طبیعی .n داریم  

nx x n/( ) /  11 1  
xشود اگر و تنها اگر  بدیل میت به  ه، از این گذشت  nیا  0  1.  

xدهیم  قرار می حل. n/  . در این صورت 1  با استفاده از نابرابري برنولی داریم. پس 0

( )  1 1n n  ،و از این رو nn /( )   11 nxیا  1 x n/ /( )  11 1.  
 .این مسأله را با نابرابري برنولی مقایسه کنید  

و  nاگر  .22 0 1a ثابت کنید که ،na na( )  
11 1.  

aشود که  از فرض مسأله نتیجه می حل. a  
11 بـه ازاي   نابرابري. پس 1 1n   برقـرار

است. به ازاي  2nقبل داریم ، با توجه به مسألۀ  
n

nna a naa a
/( )

( )
       

1 1 11 1 11 1
  

  na na( )
11 1     

  ، ثابت کنید کهnدو عدد حقیقی نامنفی باشند و  bو  aاگر  .23
n nn a b a b    

یا  0aشرط لازم و کافی آن است که  ،براي برابري 0b.  

nدهیم  قرار می حل. a   وn b در این صورت .  
1

1

n

k

n n k kn n n
a b a b a bk( ) ( ) 





       

  n nn a b a b     
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nدو عدد حقیقی نامنفی باشند و  yو  xاگر  .24  ثابت کنید که ،  
n n nx y x y| |    

xفرض کنیم  حل. yبا استفاده از مسألۀ قبل داریم .  
n n nnx x y y x y y( )       

1 هاي نابرابريدر  nبه ازاي هر عدد طبیعی  عدد حقیقی  .25 1 3nn( / )      صـدق

کند. ثابت کنید که به ازاي هر  می 1n  داریمnn n /! ( )    و سپس نتیجه بگیریـد کـه

!  300300 100.  
  برقرار باشد. در این صورت kبه ازاي  نابرابراي بالافرض کنیم  حل.

k k k( )! ( ) !1 1     
  1 kk k /( ) ( )    

  
11

1 1

k

k

k

k/
( )

( )





 


  

  
11 kk( )




  

  بریم. اکنون استقراي ریاضی را به کار می
3دیگر، با توجه به  سوياز   داریم  

300300 300300 300300 1003! ( ) ( )


    

.، 1aحقیقــی مثبــت  عــددهاي .26 . .  ،na 1. فــرض کنــیم انــد داده شــدهb ،. . .  ،nb  یــک

nباشد. ثابت کنید که ها aآرایش دلخواه باز

n

a a
nb b...  1

1
ثابـت کنیـد کـه     ،. همچنین

  ها عوض نشود.a آغازینشرط لازم و کافی براي برابري این است که آرایش 

nروشن است که  حل.

n

a a a

b b b
...( )( ) ( )1 2

1 2
در پیوسـت را   IIIنـابرابري   . اکنون کافی است1

ــریم.   ــار بب ــه ک ــی ب ــته، م ــن گذش ــیم  از ای ــه بین ...ک  1

1

n

n

a a
n

b b
ــر و   ــااگ ــر  تنه اگ

n na b a b/ ... /1 1 1    یا1 1a b ،. . .  ،n na b.  
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  داریم n. ثابت کنید که به ازاي هر اند داده شده bو  aدو عدد مثبت متمایز  .27
n n a nb

ab n
 

 
1

1  

  حسابی را به کار ببریم. -هندسی کافی است نابرابري  حل.
  عددي طبیعی باشد ثابت کنید که nاگر  .28

) یک(
n n

n n( ) ( )


   

11 11 1 1.  

 )دو(
nn

n n( ) ( )


  
121 11 11.  

کافی است در مسألۀ قبل قرار دهیم  )یک( حل. 1a  وb n/1 1 .  
  دهیم    قرار می )دو(

nx x x x n, ... /0 1 2 11 1 1       
  هندسی داریم –ي همساز ردر این صورت با توجه به نابراب

n nn n
n

n

n n
n nn

/

( / ) ( / )1 12 2
1

1 1

2 21 1 1 111
  




 
    

  

  
nn

nn( ) ( )


   
121 11 11  

.چون به ازاي هر  تذکرn آشکارا داریم  
n nn n( / ) ( / )    11 1 1 1  

mبه ازاي هر  پس n,  ،  
m nm n( / ) ( / ) 11 1 1 1     

  قرار دهیم n؟). به سخن دیگر، اگر به ازاي هر  (چرا
n n

n nx n y n( / ) , ( / ) 11 1 1 1      
  آنگاه

x x y y... ...    1 2 2 1  
supرو،  از این (چرا؟) و inf




11 nn
n nx y ؟). (چرا  

دو عدد گویاي  .29 0   ثابت کنید که اند داده شده .  

( ) ( )
 

   
1 11 1  
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  در پیوست، داریم Vبا توجه به نابرابري  حل.

( ) ( )

 
    

  




     

1 11 1 1 1  

   
11  

)بنابراین،  ) ( )
 

   
1 11 1  

  ، آنگاه0دو عدد حقیقی دلخواه باشند و  bو  aاگر  .30
| | | | | |

| | | | | |


 
   1 1 1

a b a b
a b a b  

  

دو عدد حقیقی نـامنفی باشـند. یـک محاسـبۀ سـاده نشـان        و  نخست فرض کنیم  حل.

دهد که  می   اگر  تنهااگر و 



 |. اکنون بـا فـرض   11 | a b  و

| | | | a b بینیم که می  
  | | | | | |  a b a b  

  | | | | | |
| | | | | |
 

 
   1 1

a b a b
a b a b  

  

  
| | | |

| | | | | | | |
 

   1 1
a b

a b a b     

  | | | |
| | | |

 
 1 1

a b
a b 
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  ها تمرین
  

اگر  .1
n

A n
n

:
!

1000 
        

 ،sup A  وinfA  را بیابید. آیاA ماکسیموم و مینیموم دارد؟  

ــر  .2 }اگ : , , }     2 3 5m n pA m n p ،sup A  وinfA .ــد ــا  را بیابی  Aآی
  کسیموم و مینیموم دارد؟ما

aهمـواره بـین دو کسـر     2دو عدد طبیعی باشند. ثابـت کنیـد کـه     bو  aفرض کنیم  .3
b

و  
a b
a b



  تر است؟نزدیک 2قرار دارد. کدام یک از این دو کسر به  2

sinثابت کنید که  .4   عددي گنگ است. 020
log10ثابت کنید که  .5 بـراي   راهنمـایی: عددي گنگ و در حقیقت، عـددي متعـالی اسـت. (    7

  اشنایدر را به کار ببرید.) –دوم مسأله، قضیۀ گلفاند  گزارةاثبات 

فرض کنیم  .6 c  وn نشان دهید که .  

n n n n np q p q nq/ /, : | | 1       
  اي انتخاب کرد که توان به گونه را می nqنشان دهید که عدد  ،همچنین

n n np q q/ /| | 21   
  . نشان دهید که xفرض کنیم  .7

x x xtan( / ) cos , sin2      
هاي سه ضلع یـک مثلـث باشـند، ثابـت کنیـد کـه        طول cو  a ،bاگر عددهاي حقیقی مثبت  .8

هاي سه ضلع یک مثلث هستند. آیا عکس این گزاره هـم   نیز طول cو  a ،bعددهاي 
  درست است؟

...یک ریشۀ معادلۀ  aاگر  .9
    1

1 1 0n n
n nx a x a x a      باشـد، ثابـت کنیـد کـه

na a a| | | | ... | |   11.  
1a ،... ،1na ،اگر  .10 2n، فی براي اینکه معادلۀ عددهایی صحیح باشند، شرط لازم و کا  

...
    1

1 1 1n n
nx a x a x  

  جواب گویا داشته باشد چیست؟
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fتابع  .11 :    در معادلۀ تابعی( ) ( ) ( )  f x y f x f y کند. نشان دهید  صدق می
  یکی از سه گزارة زیر درست است. تنهاکه یک و 

  است. تابع ثابت  f (یک)
  است. تابع ثابت  f (دو)

)داریم  xبه ازاي هر  (سه) )f x.  
zهاي  هاي مختلطی را بیابید که در برابريzهمۀ  .12 z z/| | | | | |  1   کنند. میصدق  1
  بر یک خط راست قرار گیرند. izو  i ،z هاي نقطهبیابید به طوري که  هاي مختلطی راzهمۀ  .13
|هاي  دستگاه معادله .14 | | |  1z i z  و| | | |   2z i z .را حل کنید  

|و  zاگر  .15 |  1z ثابت کنید که ،| | 1 1z  یا| | 21 1z.  
  ثابت کنید که cو  a ،bبه ازاي هر سه عدد مختلط دلخواه  .16

| | | | | | | | | | | | | |          a b b c c a a b c a b c  

|داریم  zثابت کنید که به ازاي هر  .17 | 2 1 1z  یا| |  2 1 1z z.  
انـد. اگـر    داده شـده  1b  ،...  ،nbو عددهاي حقیقی مثبت  1a ،...  ،naي حقیقی عددها .18

  قرار دهیم
1 1k k k km a b k n M a b k n/ /min{ : } , max{ : }       

  ثابت کنید که
...

...

 
 

 
1

1

n

n

a a
m M

b b
  

n ،اگر  .19 2n  و  

n /...   1 20 2      
  ثابت کنید که

sin ... sin
tan tan

cos ... cos

 
 

 
1

1
1

n
n

n

 
 

 
  

  اي هستند که به گونه x1 ،... ،nxعددهاي حقیقی  .20
به ازاي هر  (الف) 1 i n ، 1 0ix  و  

به ازاي هر  (ب) 1 i n ،0ix  یا به ازاي هر) 1 i n ،0ix.(  
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  ثابت کنید که
( )...( ) ...     1 11 1 1n nx x x x  

  و سپس نابرابري برنولی را نتیجه بگیرید.

اگر  .21 3n  عددي طبیعی باشد، ثابت کنید کهn
n  

1 2 11.  

اگر  .22 2n عددي طبیعی باشد، ثابت کنید که 
nn

n ! ( )


1
2.  

0اي هسـتند کـه    به گونـه  aحقیقی  عدد و nطبیعی  عدد .23 1a n/  .     ثابـت کنیـد کـه
na na( )  

11 1.  

...فرض کنیم  .24 1 na a  و... 1 nb b .در این صورت عددهایی حقیقی باشد  

n n n na a b b a b a b
nnn

... ......     
 1 1 1 1  

...شرط لازم و کافی براي برابري این است که  1 na a  یا... 1 nb b.  
  ثابت کنید کهnبه ازاي  .25

n) یک( n n
...   

1 1 1 2
1 2 3  

n )دو( n n
...     

1 1 1 11 2 3 1  

2nاگر  )سه( آنگاه ،  

n
n

n n n
n nn

...( ) ( )        


1 1 1 11 1 1 1
2 11

  

  داریم nو هر  0xثابت کنید که به ازاي هر عدد حقیقی  .26
n

n
x

nx x...
    2

1
2 11

  

  شود؟ تبدیل می به  ها xبه ازاي کدام 
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  باشند. ثابت کنید که
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