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  پیشگفتار

وزارت علوم، تحقیقات » جدید«هاي  قرار دارد بر پایۀ برنامۀ آموزشی و سرفصلکتابی که پیش روي خواننده 

مطـالبی کـم و بـیش فراتـر      6و  5، 4، 3هـاي   و فناوري تدوین و تنظیم شده است. در عین حـال، در فصـل  

د و مفاهیمی هستند که هر دانشجوي مخاطـب  ربه باور نگارنده، بسیاري از اینها موا اند چرا که گنجانده شده

شـود بـه انجـام تعـدادي      جبر خطی الزاماً باید بیاموزد. نباید تصور کرد که جبر خطی در نهایت خلاصه مـی 

قـط بـدون   هاي ریاضی را نه ف ها. برعکس، بسیاري از مفاهیم و ساختارها در شاخه محاسبۀ جبري با ماتریس

جبـر   زتوان بیان کرد، بلکه روشن ساختن زوایاي پنهان آنها نیز بدون یـاري گـرفتن ا   کمک جبر خطی نمی

  خطی ناممکن است.

مبانی «یشتر در کتاب پروح کلی حاکم بر نگارش این کتاب و روش ارائۀ مطالب، همانند الگویی است که 

  دهم. ام و خواننده را به مطالعۀ پیشگفتار آن ارجاع می ، انتشارات پوران پژوهش، به کار برده»آنالیز ریاضی

 يسازي دانشجویان براي کنکور کارشناسی ارشـد و دکتـر   کتاب، آمادهاین هاي اصلی  چون یکی از هدف

اي و  هـاي چهارگزینـه   هایی که جبر خطی یکـی از مـواد امتحـانی آنهاسـت) پرسـش      در گرایشالبته است (

به صورت دو پیوست در به بعد)  1391به بعد (و براي دکتري از سال  1374 هاي تشریحی آنها از سال پاسخ

  اند. پایان کتاب آورده شده

هاي گرم و صمیمانۀ همیشگی مدیریت انتشـارات پـوران پـژوهش،     دانم به سبب تشویق در اینجا لازم می

م. متنان خود را ابـراز دار سپاس و ا آقاي دکتر احمد هژبر و سرکار خانم افسانه عبدي، براي تألیف این کتاب

ناپذیر تایپیست محترم، سرکار خانم  زحمات مدیر محترم تولید، آقاي حسین رحیمی، و دقت و ظرافت وصف

  طاهره خسروي، شایستۀ تقدیر ویژه هستند.

  محمدعلی رضوانی  

  1394بهار   

 )شش(



  

  

  

  ها ماتریس    
  

  

  
  در این صورت هر تابع مانند.  دو عدد طبیعی دلخواه باشندn و mفرض کنیم .  تعریف1. 1

m nA J J: × → K  
m ماتریس یک   1را n×) بخوانید :m   در n (هر مقدار  . نامیم  میA  عنـصر  یا یـک  درایه را یک A 
i با   درایۀ متناظر . نامیم  می j( , A یعنی   ( i j( , دهـیم   نشان مـی ) ijAیا گاهی با  (ija را معمولاً با   (

ijAنویسیم  و می a( mنماد . =( n× یا جفت مرتب m n( ,   .نامیم  میA ماتریس اندازة را (
در الفبـاي   ) همنام(هاي کوچک     رفحهایشان را با      هاي بزرگ و درایه     ها را اغلب با حرف      ماتریس

  .دهیم لاتین نشان می
ijAفـرض کنـیم     .  نمایش ماتریس با آرایه    2. 1 a( m ماتریـسی    =( n× در ایـن صـورت،     . اشـد  ب

 در نقطـۀ  ija ستون تشکیل شده و درایۀ n سطر و mاي مستطیلی نیز که از   را با آرایه  Aماتریس  
  :دهیم ام واقع شده است نشان میjام و ستون iبرخورد سطر 

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

...

...

...

 
 
 =
 
 
 

11 12 1

21 22 2

1 2

M M M
  

ijA و نماد صورت گستردهآرایۀ بالا را گاهی  a(   .نامیم  میA ماتریس صورت فشردة را =(

___________________________________________________________ 
p∋که در آن به ازاي هر . 1 =داریم  ¥ 1pJ p{ ,..., }.  

 1فصل 
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1× ماتریـسی    A اگـر    . قرارداد 3. 1 ]a ماننـد   1 aکـه در آن   ([ ∈ K (   نویـسیم  باشـد معمـولاً مـی 
a a[ ] ]a، یعنی ماتریس =   .»گیریم یکی می «a را با اسکالر [

ijAفرض کنیم .  تعریف4. 1 a( m ماتریسی =( n×گوییم  می.  باشدA  
mاست هرگاه ) سطرختصار، یک یا به ا (سطريماتریسی ) الف( = 1.  
nاست هرگاه ) ستونیا به اختصار، یک  (ستونیماتریسی ) ب( = 1.  
m است هرگاه    مربعیماتریسی  ) پ( n= .    گوییم    در این حالت، گاهی میA    مربعی( یک ماتریس (

  . استn مرتبۀ
براي نشان دادن ماتریس صفر، اغلـب       . هاي آن صفر باشند      است هرگاه همۀ درایه    صفرماتریس  ) ت(

  .بریم  را به کار میOنماد 
ijA فرض کنیم . تعریف5. 1 a( m ماتریسی =( n×هاي سطري در این صورت ماتریس.  باشد  

n m m m mnR a a a R a a a[ ... ] , ... , [ ... ]= =1 11 12 1 1 2  
  هاي ستونی  و ماتریسA سطرهاي را

n

n
n

m mn

a a

a a
C C

a a

, ... ,

   
   
   = =
   
   
   

11 1

21 2
1

1

M M
  

   یکی از نمادهايAنامیم و گاهی براي نشان دادن   میA هاي ستونرا 

n

m

R

A A C C

R

, [ ... ]
 
 = = 
  

1

1M  

  .بریم را به کار می
m یک ماتریس ستونی     Cاگر  .  قرارداد 6. 1  1c  ،...   ،mcبالا بـه پـایین،      هاي، به ترتیب از        با درایه  1×

  نویسیم براي سهولت می) هر جا لازم باشد(باشد، آنگاه 

mC c c( ,..., )= 1  
ijA فرض کنیم . تعریف7. 1 a( n ماتریسی =( n×در این صورت.  باشد  
  .نامیم  میA هاي قطري درایه یا هاي قطر اصلی درایه را 11a ،...  ،nnaهاي  درایه) الف(
ي  (ریس یکـه مـات  را Aهاي دیگـر همگـی صـفر باشـند،       و درایه  1 همگی   Aهاي قطري     اگر درایه ) ب(

n n× (نامیم و آن را با نماد  میI یا nIپس با توجه به تعریف . دهیم  نشان می»داریم» ي کرونکر  

n ijI I ( )= =  
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  با) از چپ به راست(هاي ماتریس یکه را  معمولاً ستون

ne e,...,1  
  با) از بالا به پایین(و سطرهاي آن را 

t t
ne e,...,1  

  .دهیم نشان می
ijAفرض کنیم .  تعریف8. 1 a( n ماتریسی =( n×گوییم  می.  باشدA  
i است هرگاه به ازاي هر دو اندیس      مثلثی - بالا) الف( j> داشته باشیم ija = به سخن دیگر، . 0

iاگر به ازاي هر دو اندیس . قطر اصلی صفر باشند   » زیر«هاي    هرگاه همۀ درایه   j≥   داشـته باشـیم 

ija =   . استمثلثی - اکیداً بالا Aگوییم  ، می0
  . داریممثلثی -اکیداً پایین  و مثلثی -پایین تعریف مشابهی هم براي ماتریس 

ماتریس اکیداً مثلثـی نیـز بـه طـور          . مثلثی باشد  -مثلثی یا پایین     -  بالا A است هرگاه    مثلثی) ب(
  .شود مشابهی تعریف می

هرگـاه بـه ازاي    به سخن دیگـر،     . مثلثی -مثلثی باشد و هم پایین       -  است هرگاه هم بالا    قطري) پ(
iهر دو اندیس  j≠ داشته باشیم ija =   پس صورت گستردة ماتریس قطري عبارت است از. 0

 
 =  
  

1

n

O
A

O




O  

=ماتریس قطري بالا را اغلب با نماد  1 nA diag( ,..., ) دهیم  نشان می.  
  .هاي قطري آن برابر باشند  قطري بوده و همۀ درایهAاه  است هرگاسکالر) ت(
mهاي     مجموعۀ همۀ ماتریس   . نمادگذاري 9. 1 n×    را با mnM  اگر  . دهیم   نشان میm n=   بـه ،

  .بریم  را به کار میnM نماد nnMجاي 
ijAگوییم ماتریس     می a( در ایـن وضـع،     . هاي آن حقیقی باشند      است هرگاه درایه   حقیقی =(

mnAنماد  ( )∈ ¡Mبریم  را نیز به کار می.  

  ها هاي جبري بر ماتریس عمل
ijA فـــرض کنـــیم . تعریـــف10. 1 a( ijB و =( b( m دو مـــاتریس =( n× یعنـــی ( باشـــند

mnA B, ∈ M(. گوییم     میA   و B نویسیم     و می  برابرندA B=         هرگاه به ازاي هر دو انـدیس i 
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ij داشته باشیم jو  ija b=1.  
ijA فـرض کنـیم      .mnM  تعریف جمع و ضرب اسکالر در      11. 1 a( ijB و   =( b(  mnM در   =(

∋باشند و   K . جموعمدر این صورت A و B  را بـا A B+ حاصلـضرب  و  و A  را بـا A 
  :کنیم دهیم و آنها را به صورت زیر تعریف می نشان می

ij ij ijA B a b A a( ) , ( ) + = + =  
A=روشن است که  O اگر و فقط اگر  = A= یا 0 O.  

  صورتدر این .  سه اسکالر باشند و  ، و mnM در C و A ،Bفرض کنم .  قضیه12. 1
1. A B B A+ = +.  
2. A B C A B C( ) ( )+ + = + +.  
3. + =A O A  
4. + − =A A O( )ija یعنی ماتریس −A، که در آن ( )−.  
5. A B A B( )  + = +.  
6. A A A( )   + = +.  
7. A A( ) ( )  =.  
8. A A. =1.  

  n. کنیم  اثبات آسان این قضیه را به خواننده واگذار می.اثبات
mnAاگر  .  تعریف و نمادگذاري   13. 1 B, ∈ M  تفاضل، آنگاه A و B  را با A B−دهـیم    می نشان

Aو آن را با رابطۀ  B A B( )− = +   .کنیم  تعریف می−
ijAفرض کنیم   . ها   تعریف ضرب ماتریس   14. 1 a( m ماتریسی   =( n×   و ikB b(  ماتریـسی   =(

n p×به ازاي هر .  باشدi m≤ k و هر 1≥ p≤   دهیم  قرار می1≥
n

ik ij jk
j

c a b
=

= ∑
1

  

ــاتریس   ــن صــورت م ikCدر ای c( ــدازة =( ــا ان m، ب p× ــضرب، را ــامیم و   مــیB و A حاصل ن
Cنویسیم  می AB=.  

iخن دیگر، براي یافتن به س k( ,    بایدABدرایۀ −(
ضرب )  ترتیب با حفظ  (Bام  kدر عنصرهاي ستون    ) با حفظ ترتیب  (را   Aام  iعنصرهاي سطر   «

  .»و اسکالرهاي به دست آمده را جمع کنیم
___________________________________________________________ 

 ).چرا؟(خواننده حق دارد ادعا کند که این تعریف، زائد است . 1
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  هایشان بنویسیم، یعنی اگر  را به ترتیب برحسب سطرها و ستونB و Aبدین سان، اگر 

p

m

R
R

A B C C C

R

, [ ... ]

 
 

= = 
 
  

1
2

1 2M  

  بینیم که آنگاه می

p

p

m m p

RC RC RC

R C R C RC
AB

R C R C RC

...

...

...

 
 
 =
 
 
 

1 1 1 2 1

2 1 2 2 1

1 2 1

M M M
  

 سه ماتریس باشند و C و A ،Bفرض کنیم .  قضیه15. 1 ∈ K .در این صورت  
AB=) الف( C A BC( ) ( ).  
A) ب( B C AB AC( )+ = +.  
B) پ( C A BA CA( )+ = +.  
A) ت( B A B AB( ) ( ) ( )  = =.  

. گـذاریم  کنیم و اثبات سه قسمت دیگر را بـه عهـدة خواننـده مـی     را ثابت می  ) الف( فقط   .اثبات
  فرض کنیم

= ∈ = ∈ = ∈ij mn jk np kl pqA a B b C c( ) , ( ) , ( )M M M  

ikDهمچنین، فرض کنیم     AB d( )=  کـه در آن      =
n

ik ij jk
j

d a b
=

= ∑
1

jlE و    BC e( )=  کـه در آن     =

p

jl jk kl
k

e b c
=

= ∑
1

ilFسرانجام فرض کنیم    .  AB C DC f( ) ( )= = ilG و   = A BC AE g( ) ( )= = = 

  که در آنها
p n

il ik kl il ij jl
k j

f d c g a e,
= =

= =∑ ∑
1 1

  

  بنابراین،

  
= = =

= =∑ ∑ ∑
1 1 1

p p n

il ik kl ij jk kl
k k j

f d c a b c  

  
pn n

ij jk kl ij jl il
j k j

a b c a e g
= = =

= = =∑ ∑ ∑
1 1 1

  

Fدهد که  این نشان می G= یعنی AB C A BC( ) ( )= .n  



       مبانی جبر خطی   22

اندازه هم باشند، باز هم        تعریف شده و هم    BA و   AB حتی اگر هر دو حاصلضرب       )یک. ( تذکر 16. 1
ABتوان ادعا کرد که  نمی BA= .براي مثال، فرض کنیم  

A B,
   = =   − −   

1 2 3 1
1 3 2 2  

l گوییم دو ماتریس   میA و B هرگاه پذیرند تعویض AB BA= .     روشـن اسـت کـه در ایـن
  . مرتبه هستند- دو ماتریس مربعی هم B و Aوضع 

AB=اگر ) دو( Oتوان ادعا کرد که  ، آنگاه نمیA = B= یا 0 O .فرض کنیم،براي مثال   

A B,
   = =      

0 1 1 0
0 0 0 0  

A≠اگر   )سه( O   و AB AC=  توان ادعا کرد کـه        ، آنگاه نمیB C=        یعنـی قـانون حـذف از 
بـراي هـر دو حالـت    . (قانون حذف از راست هم برقرار نیست   . ها برقرار نیست    چپ در ضرب ماتریس   

  .)مثال بیاورید
  راگ) الف (. مثال17. 1

= =1 2 1 2m nA x x x B y y y( , , ..., ) , [ ... ]  
  ها اسکالر هستند، آنگاهyها و xکه در آنها 

n

n

m m n m n

x y x y x y

x y x y x y
AB

x y x y x y

...

...

...

 
 
 =
 
 
 

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1

M M M
  

به همـین ترتیـب اگـر سـتون     . است نیز صفر ABام i صفر باشد، آنگاه سطر Aام iاگر سطر   ) ب(
j امB صفر باشد، آنگاه ستون j امABپس.  نیز صفر است  

= =AO O O A O. , .  
mnAفرض کنیم ) پ( ∈ M . داریم7. 1ارائه شده در تعریف در این صورت با توجه به نمادهاي   

tام iسطر 
ie A A, jAeام jستون= A=  

nAIبنابراین، ). چرا؟( A= و mI A A=.  
mnAفرض کنیم   ) ت( ∈ M .        اگر به ازاي هر ستون دلخـواهX      داشـته باشـیم =AX O   آنگـاه ،

=AX O .     در حقیقت کافی استX     1را به ترتیب برابر باe ،...  ،ne را بـه  ) پ(و قسمت  بگیریم
  .کار ببریم
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YA= داشته باشیم Yبه طور مشابهی اگر به ازاي هر سطر دلخواه  O آنگاه ،=A O.  
ijفرض کنیم ) ث( mnA a( )= ∈ M . در این صورت به ازاي هرi m≤ j و هر 1≥ n≤    داریم1≥

t
i j ije A a =  

tکه در آن، 
ie ها سطرهايmI و jهاي  ها ستونnIهستند .  

ijAفرض کنیم   ) ج( a( ijB و   =( b( nمثلثی  ) پایین( دو ماتریس بالا     =( n× در این صـورت    .  باشند
AB 11اند از  هاي قطري آن عبارت مثلثی است و درایه) پایین( نیز بالا 11a b ،...  ،n na b) چرا؟.(  

  ت خاص،در حال
=1 1 1 1n n n ndiag( ,..., ).diag( ,..., ) diag( ,..., )         

nAاگر ) چ( a a[ ... ]=    باشد، آنگاه1B ،...  ،nB داراي سطرهاي B و 1

n nAB a B a B...= + +1 1  
nC باشد و 1D ،... ،nDهاي   داراي ستونDهمچنین، فرض کنیم  c c( ,..., )=   در این صورت. 1

n nDC c D c D...= + +1 1  
ijدو ماتریس   ) ح( mnA a( )= ∈ M   و jk npB b( )= ∈ M    اي هـستند کـه مجمـوع         بـه گونـه 

در ایـن صـورت     .  اسـت  s برابـر بـا      Bهاي هر سـطر        و مجموع درایه   r برابر با    Aهاي هر سطر      یهدرا
  .rs برابر است با ABهاي هر سطر  مجموع درایه

ikABدر حقیقت اگر  c(   ، آنگاه=(

= = = = = =
= = = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

1 1 1 1 1 1

n n n n n n

ik ij jk jk ij ij
k k j j k j

c a b b a s a sr( )  

l ها داریم ن حکم مشابهی هم براي ستو.تذکر.  
  :کنیم  را به صورت زیر تعریف میAهاي طبیعی  توان.  ماتریسی مربعی باشدAفرض کنیم . تعریف 18. 1

n nA A A A A n, . , ( , , , ...)+= = =1 1 1 2 3  

l اگر .قرارداد ≠A O0=دهیم  ، آنگاه قرار میA I.  

kاي    جمله و چند  Aمربعی  ماتریس  .  تعریف 19. 1 k
k kf X a X a X a X a( ) ...−

−= + + + +1
0 1 1 

fدر این صورت . اند مفروض A(    بنابر تعریف عبارت است از ماتریس(
−

−= + + + +1
0 1 1

k k
k kf A a A a A a A a I( ) ...  

f=اگر  A O( fاي  چندجمله) ماتریسیِ (صفر یک Aگوییم  ، آنگاه می( X(   .ت اس(
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   اگر)یک. ( مثال20. 1
a b

A f X X a d X ad bc
c d

, ( ) ( )
 = = − + + −  

2  

f=دهد که  آنگاه یک محاسبۀ ساده نشان می A O( ).  
=اگر ) دو( 1 nA diag( ,..., )  و f X[ ]∈ Kدهد که ، آنگاه یک محاسبۀ ساده نشان می  

( )= 1 nf A f f( ) diag ( ) , ... , ( )   
f=ین حالت پس در ا A O( fاي  چندجمله) اسکالرِ( یک صفر فقط اگر هر  اگر و ( X(   . باشد(

ijA اگر   )هس( a( n  مثلثی )پایین( ماتریسی بالا    =( n×    باشد و f X X( ) [ ]∈ K    آنگـاه ،f A( ) 
11fاند از  هاي قطري آن عبارت مثلثی است و درایه) پایین(نیز بالا  a( ) ،...  ،nnf a(   ).چرا؟ ((

fاي   و دو چندجملهq و p، دو عدد صحیح نامنفی Aماتریس مربعی .  قضیه21. 1 X( g و ( X( ) 
  در این صورت. اند مفروض

p) الف( q p qA A A. +=.  

p) ب( q pqA A( ) =.  
f) پ( g A f A g A( )( ) ( ) ( )+ = +.  
fg) ت( A f A g A( )( ) ( ) ( )=.  
f) ث( A g A g A f A( ) ( ) ( ) ( )=.  
= اگر )ج( − −1 kf X a X X( ) ( )...( )  که در آن a ،1 ،... ،kتند، آنگاه اسکالر هس  

= − −1 kf A a A I A I( ) ( ) ... ( )   
  n. کنیم اثبات آسان این قضیه را به خواننده واگذار می. اثبات

  ها ترانهاد ماتریس
ijA فرض کنیم    . تعریف 22. 1 a( m ماتریسی   =( n× ترانهاددر این صـورت     .  باشد A  ماتریـسی 

n m×   مانند ′jia( i است که در آن به ازاي هر     ( m≤ j و هر 1≥ n≤ ji  داریم1≥ ija a′ = .

  .دهیم  نشان میtA را با نماد Aترانهاد 

  .کنیم میعوض ) با حفظ ترتیب( را Aهاي   جاي سطرها و ستونtAبه سخن دیگر، براي یافتن 

tOروشن است که  O= و tI I=.  
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 دو ماتریس باشند و B و Aفرض کنیم .  قضیه23. 1 ∈ K .در این صورت  
t )الف( tA A( ) =.  

t) ب( tA A( ) =.  

t) پ( t tA B A B( )+ = +.  

t) ت( t tAB B A( ) =.  

f مربعی باشد و Aاگر  )ث( t X( ) [ ]∈ K آنگاه ،=t tf A f A( ) ( )( ).  
هـاي دیگـر را بـه عهـدة خواننـده             کنـیم و اثبـات قـسمت        را ثابت مـی   ) ت(فقط قسمت   . اثبات

ijفرض کنیم . گذاریم می mnA a( )= ∈ M ،= ∈jk npB b( ) M و ikAB c(    که در آن=(

=
= ≤ ≤ ≤ ≤∑

1
1 1

n

ik ij jk
j

c a b i m k p, ( , )  

t=′فرض کنیم از سوي دیگر، 
jiA a( ) ،′=t

kjB b( t و ( t
kiB A d(    که در آن=(

=
′ ′= ≤ ≤ ≤ ≤∑

1
1 1

n

ki kj ji
j

d b a k p i m, ( , )  

tاکنون با فرض 
kiAB c( ) ( ki که در آن =′( ikc c′   بینیم که ، می=

= = =
′ ′ ′ ′ ′= = = = =∑ ∑ ∑

1 1 1

n n n

ki ik ij jk ji ik kj ji ki
j j j

c c a b a b b a d  

    

tاز این رو، و  t tAB B A( ) = .n  

ijAگوییم ماتریس مربعی       می . تعریف 24. 1 a( tA است هرگاه    متقارن =( A=  گـوییم      و میA 

tA است هرگاه پادمتقارن A= −.  
  ارن است هرگاه متقAبه سخن دیگر، 

ij jia a i j n, ( , , ..., )= = 1  
  و پاد متقارن است هرگاه

ij jia a i j n, ( , , ..., )= − = 1  
  ).چرا؟. ( صفر هستندAهاي قطري   پاد متقارن باشد، آنگاه درایهAروشن است که اگر 
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mnA اگر )الف. (مثال 25. 1 ∈ Mهاي  ، آنگاه ماتریسtAA و tA Aمتقارن هستند .  

nA اگر )ب( ∈ M آنگاه ،tA A+ متقارن و tA A−پادمتقارن است .  
∋ اگر دو ماتریس     )پ( nA B, M      متقارن باشند، آنگـاه A B+   و a A( ) ∈ K     نیـز متقـارن 

AB متقارن است اگر و فقط اگر AB. هستند BA=.  

nA اگر ماتریس )ت( ∈ M متقارن باشد، آنگاه به ازاي هر عدد طبیعی k ،kAهم متقارن است .  
  .متقارن است، ماتریس صفر است ماتریسی که همزمان متقارن و پاد تنها)ث(
ijماتریسِ حقیقی   ) ج( nA a( )= ∈ M              پادمتقارن است اگر و فقط اگر به ازاي هـر سـتون X   داشـته 

tXباشیم  AX = 0.  
برعکس، اگر این رابطـه برقـرار   .  بالا آشکارا برقرار است پادمتقارن باشد، رابطۀ   Aدر حقیقت اگر    

iباشد، آنگاه از یک سو به ازاي هر  n≤ ≤1،  
t
i i iie Ae a= ⇒ =0 0  

iاز سوي دیگر، به ازاي هر  j n,≤   بینیم که  می1≥

+ + = ⇒ + = ⇒ = −0 0t
i j i j ij ji ij jie e A e e a a a a( ) ( )  

Aتوان به طور یکتا به صورت          را می  Aخواه  هر ماتریس مربعی دل   ) چ( S T=  نوشت که در آن،  +
S متقارن و Tدر حقیقت کافی است قرار دهیم.  پادمتقارن است  

= + = −1 1
2 2

t tS A A T A A( ) , ( )  

هـاي حقیقـی بـه کـار      هاي متقارن و پادمتقارن را فقط براي مـاتریس         از این پس واژه    . قرارداد 26. 1
  .بریم مگر اینکه خلاف آن صریحاً بیان شود می

ijAماتریس  .  تعریف 27. 1 a( دهـیم    نشان میA را با    A مزدوجدر این صورت    .  مفروض است  =(
=و آن را با رابطۀ       ijA a( بنـابر تعریـف عبـارت       A) 1ارمیتیِ (ماتریس الحاقی . کنـیم    تعریف می  (

  است از
∗ = =t tA A A( )  

tA ماتریسی حقیقی باشد، آشکارا داریم Aاگر  A∗ =.  

___________________________________________________________ 
   .(Charles Hermite)منسوب به شارل ارمیت . 1
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∋ و اسکالر B و Aدو ماتریس .  قضیه28. 1 Kصورتدر این. اند  مفروض   
A )الف( A( )∗ ∗ =.  

A) ب( A( ) ∗ ∗=.  

A )پ( B A B( )∗ ∗ ∗+ = +.  

AB )ت( B A( )∗ ∗ ∗=.  

f مربعی باشد و     Aاگر   )ث( X X( ) [ ]∈ K   آنگاه ،f A f A( ) ( )( )∗ اگـر  حالـت خـاص،     در  . =∗
fهاي  ضریب X( f حقیقی باشند، آنگاه ( A f A( ) ( )( )∗ ∗=.  

  n.  است23. 1اثبات این قضیه کاملاً مشابه اثبات قضیۀ . اثبات

ijAگوییم ماتریس مربعی      می.  تعریف 29. 1 a( A اسـت هرگـاه   )  الحاقی -خود  یا   (ارمیتی =( A∗ = 

A است هرگاه پادارمیتی Aگوییم  و می A∗ = −.  
   ارمیتی است هرگاهAبه سخن دیگر، 

= = 1ij ija a i j n, ( , ,..., )  

  پادارمیتی است هرگاهو 
= − = 1ij ija a i j n, ( , ,..., )  

هاي قطري     پادارمیتی باشد، درایه   Aاگر  ). چرا؟(اند    هاي قطري هر ماتریس ارمیتی حقیقی       درایه
  ).چرا؟(آن موهومی محض هستند 

  :آیند به ترتیب ارمیتی و پادارمیتی هستند  که در زیر میB و Aهاي  براي مثال، ماتریس
− − +   = =   + +   

1 1 2 2 3
1 2 2 3 0

i i i
A B

i i
,  

mnA اگر )الف. (مثال 30. 1 ∈ M آنگاه ،AA∗ و A A∗ارمیتی هستند .  

nA اگر )ب( ∈ M آنگاه ،A A∗+و  ارمیتی A A∗−پادارمیتی است .  
nA اگر )پ( ∈ M پادارمیتی( ارمیتی ( باشد، آنگاهiA پادارمیتی )است) ارمیتی.  
nA اگر دو ماتریس     )ت( B, ∈ M        ارمیتـی باشـند، آنگـاه A B+  و A( ) ∈  نیـز ارمیتـی   ¡

AB ارمیتی است اگر و فقط اگر AB. هستند BA= . به ازاي هرk ∈ ¥ ،kAارمیتی است .  
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∋هر ماتریس دلخواه    ) ث( nA ( )£M توان به طور یکتا به صـورت    را میA H iK=  نوشـت  +
  در حقیقت، کافی است قرار دهیم.  ارمیتی هستندK و Hکه در آن 

∗ ∗= + = −1 1
2 2H A A K A A

i
( ) , ( )  

l آیا درست است که .پرسش HK KH=؟  
nAفرض کنیم .  تعریف31. 1 ( )∈ £M .گوییم  میA  

AA است هرگاه المنر) الف( A A∗ ∗=.  

AA است هرگاه یکانی) ب( A A I∗ ∗= =.  
   حقیقی باشد و در رابطۀ اخیر صدق کند، یعنیAاگر 

= =t tAA A A I  
  . استمتعامد ماتریسی Aگوییم  آنگاه می

  . هر ماتریس ارمیتی یا پادارمیتی، نرمال است)یک. ( مثال32. 1
  . هر ماتریس یکانی، نرمال است)دو(
nA فرض کنیم    )سه( ( )∈ £M   و A H iK= در ایـن   . د ارمیتـی هـستن     K و   H کـه در آن      +

HK نرمال است اگر و فقط اگر Aصورت  KH=) چرا؟.(  
nA اگر دو ماتریس     )چهار( B, ∈ M       نرمـال باشـند و AB BA=    آنگـاه ،A B+   و AB   نیـز 

  ).چرا؟(نرمال هستند 
ijماتریس مثلثی   ) پنج( nA a( )= ∈ M       را 49. 5مثـال  ( نرمال است اگر و فقط اگر قطـري باشـد 

  .)نیز ببینید
∗ نرمال باشد، در این صورت       Aدر حقیقت فرض کنیم      ∗= =AA A A O . هاي   بنابراین، درایه

  قطر اصلی ماتریس اخیر هم صفر هستند و از این رو،

( )
n

ik ki
k

a a i n| | | | , ( , , ..., )
=

− = =∑ 2 2

1
0 1 2  

iشود کـه بـه ازاي هـر           ها نتیجه می    از این رابطه   j≠    داریـم = 0ija)  و بـدین سـان،      ) چـرا؟A 
  .ماتریسی قطري است

Aخواهیم دید که ماتریس      14. 5و   15. 5هاي حل شدة       در مسأله  )شش( ( )∈ 2 £M انی اسـت    یک
  اگر و فقط اگر

−
 

∃ ∈ ∃ ∈ + = =  
 

2 2 1 i i

a b
a b a b A

e b e a
, , , | | | | :   ¡ £  
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nAو اینکه ماتریس  ( )∈ ¡Mمتعامد است اگر و فقط اگر   
a b

A
b a

 =  − 
   یا    

a b
a b a b A

b a
, , :

 ∃ ∈ + = =  − 
2 2 1¡  

xبراي مثال، به ازاي هر  ∈ ، ماتریس ¡
x x

x x

cos sin

sin cos
 
 − 

  . متعامد است

  پذیر هاي وارون ماتریس
mnAفرض کنیم   .  تعریف 33. 1 ∈ M .گـوییم مـاتریس      می∈ nmB M  وارون راسـت  یـک A 

ABاست هرگاه    I= .     به همین ترتیب، ماتریسnmC ∈ M     وارون چـپ   را یـک A  نـامیم     مـی
CAهرگاه  I=.  

  فرض کنیم.  مثال34. 1
 
 =
 − 

1 2
3 4
1 4

A  

  اند از ت وارون چپ دارد که عبارت بینهایAتوان نشان داد که  در این صورت می
− − + = ∈ − + − 

8 2 3 1
8 3 2 3 1 2C , ( , )

/ /

  
 

  
¡  

l سبه بگویید توانید بدون محا ی آیا م.پرسشA؟1 وارون راست دارد یا نه  
nAفرض کنیم   . قضیه 35. 1 ∈ M .  اگرB      یک وارون راست و C       یـک وارون چـپ A  ،باشـد 

Bآنگاه  C=.  
  نیم کهبی  می.اثبات

n. B IB CA B C AB CI I( ) ( )= = = = =  
nAگوییم ماتریس     می.  تعریف 36. 1 ∈ M است هرگاه هم وارون راسـت داشـته باشـد    پذیر  وارون 

 A−1نامیم و آن را با         می A وارونیکتا را   ) یا چپ (در این صورت این وارون راست       . هم وارون چپ  
  .دهیم ن مینشا

nAگوییم ماتریس  می ∈ M پذیر نباشد است هرگاه وارون) ناپذیر وارونیا  (تکین.  

Iپذیر است و   وارونIبراي مثال،  I−   . آشکارا تکین استOماتریس . 1=

___________________________________________________________ 
 .را نیز ببینید) دو (56. 1مثال . 1
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l    خواهیم دید کـه هـر مـاتریس          110. 1و نیز فرع    ) ث (69. 1 در قضیۀ nA ∈ M    کـه داراي 
خواهیم دیـد  ) چهار (39. 6  مثالهمچنین، در. پذیر است وارون از دو وارون راست یا چپ باشد،  ییک

nAکه اگر ماتریس  ∈ Mتکین باشد، آنگاه   
∃ ∈ ≠ = =nB B O AB BA O, :M  

  ).چرا؟( تکین است Aشد، آنگاه  سطر یا ستون صفر داشته باA اگر )یک. (مثال 37. 1
=فرض کنیم   ) دو( 1 nA diag( ,..., )  .      در ایـن صـورتA پـذیر اسـت اگـر و فقـط اگـر            وارون

≠1 0 ،... ،≠ 0n) در این وضع،). چرا؟  
− − −=1 1 1

1 nA diag( ,..., )   
fر  اگ)سه( X(  یک صفر آن باشد، آنگاه Aاي با جملۀ ثابت ناصفر و ماتریس مربعی  اي  چندجمله(

Aپذیر است  وارون.  

kدر حقیقت با فرض 
k kf X a X a X a( ) ... −= + + +0 ka که در آن 1 ≠   بینیم که ، می0

−= ⇒ + + + =0 1
k

k kf A O a A a A a I O( ) ...  

−
−⇒ − + + = ⇒ =1

0 1
1 k

k
k

A a A a I I AB Ia ( ... )( )  

BAشود که  به طور مشابهی ثابت می I= . پسAو (پذیر است   وارونA B− =1.(  

Aپذیر است و       وارون A هر ماتریس یکانی     )چهار( A− در حالت خاص، هر مـاتریس متعامـد        . 1=∗

Aپذیر است و   وارونtA A− =1.  

nA فرض کنیم    . مثال 38. 1 ∈ M .گوییم    میA   است هرگاه     توان –خود A A=2 .   روشن اسـت

kکه در این صورت به ازاي هر  ∈ kA داریم ¥ A=.  
پـذیر،    تـوان وارون   –تنهـا مـاتریس خـود        . توان هـستند   –خود   I و   Oهاي    براي مثال، ماتریس  

  ).چرا؟(ماتریس یکه است 
l خواهیم دید که اگـر       )4 در پایان فصل     33 مسألۀ حل شدة     در( بعداً   .تذکر A    تـوان   – خـود 

A≠باشد و    O    آنگاه ماتریس ،I A− قط اگر پذیر است اگر و ف  وارون ≠  و از ایـن گذشـته،   1
  در این وضع داریم

−− = −
−

1
1I A I A( ) 


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l  فرض کنیم    .پرسش A   به ازاي کدام اسـکالرهاي    .  توان باشد  – خود  مـاتریس ،I A− 
   توان است؟–نیز خود 

\پذیر باشند و  اندازة وارون  دو ماتریس همB و Aکنیم فرض . قضیه 39. 1 { } ∈ 0K .در این صورت  
A و پذیر است وارون A−1 )الف( A( )− − =1 1.  

A و پذیر است ارونو A )ب( A( ) − − −=1 1 1.  

AB و پذیر است وارون AB )پ( B A( )− − −=1 1 1.  

t پذیر است و وارون tA )ت( tA A( ) ( )− −=1 1.  

A پذیر است و وارون ∗A )ث( A( ) ( )∗ − − ∗=1 1.  

  .است) پادارمیتی( نیز ارمیتی A−1باشد، آنگاه ) پادارمیتی( ارمیتی Aاگر  )ج(
  بینیم که می. کنیم را ثابت می) پ( فقط .اثبات

AB B A A BB A AIA I( ).( ) ( )− − − − −= = =1 1 1 1 1  
Bشود که  به همین ترتیب ثابت می A AB I( ).( )− − =1 1 .n  

 منفـی   حدر این صورت به ازاي هر عدد صحی       . پذیر باشد    ماتریسی وارون  Aفرض کنیم   .  تعریف 40. 1

kدهیم   قرار میkمانند  kA A( )− −= 1.  
kپذیر باشد،   ماتریسی وارونAفرض کنیم .  قضیه41. 1 ∈ p و ¥ q, ∈   در این صورت. ¢
k )الف( kA A( ) ( )− −=1 1.  

p )ب( q p qA A A. +=.  

p )پ( q pqA A( ) =.  
  n. کنیم اثبات آسان این قضیه را به خواننده واگذار می. اثبات

nAگوییم ماتریس  می.  تعریف42. 1 ∈ M  است هرگاه توان–پوچ   

∃ ∈ =kk A O:¥  
  .نامیم  میA  توانی–پوچ ) اندیسیا  (مرتبهي طبیعی با ویژگی بالا را kکوچکترین 

همچنین، .  است توانی – توان با همان مرتبۀ پوچ       – نیز پوچ    ∗A توان باشد، آنگاه     – پوچ   Aاگر  
  . توان، ماتریسی تکین است–روشن است که هر ماتریس پوچ 
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  چند مسألۀ حل شده

1. A    هاي قطري متمایز اسـت و مـاتریس           ماتریس قطري با درایهB   اي اسـت کـه     نیـز بـه گونـه
AB BA= نشان دهید که ،Bنیز قطري است .  

nA فرض کنیم .حل diag( ,..., ) = ijB و 1 b(   در این صورت. =(
  t tAb BA e AB e BA= ⇒ =1 1  

  ⇒ =1 1 11 12 1
t

ne B b b b A[ ... ]  
  ⇒ =1 11 12 1 1 11 2 12 11 1n nb b b b b b[ ... ] [ ... ]     

  nb b...⇒ = = =12 1 0  
iیم که به طور کلی به ازاي هر بین به طور مشابهی می j≠ داریم ijb = 0.  

l متمایز بودن    .تذکر      براي مثـال،   . توان آن را حذف کرد      ها شرطی اساسی است و نمی
Aماتریس  I=گیریم  را در نظر می.  

nA باشند و nIهاي ماتریس یکۀ   ستون e1  ،... ، ne فرض کنیم  .2 O e e[ ... ]−= 1 نـشان  . 1
nAدهید که  O− nA ولی 1≠ O= .ة صورت گستردAرا بنویسید .  

  شود که به آسانی دیده می. حل
n n n

n nA e A e O A e e O... , −= = = = ≠1
1 1  

nAهـاي     کدام مـاتریس  .  باشند nMها یکاهاي ماتریسی    ijEفرض کنیم    .3 ∈ M    در رابطـۀ 
AE E A=12   کنند؟  صدق می12

ijAفرض کنیم . لح a(   شود که در این صورت از فرض مسأله نتیجه می. =(

n na a a a a a a, ... , ... ,= = = = = = = =21 23 2 31 1 11 220 0 0  
nAهاي ماتریس  فرض کنیم ستون . 4 ∈ M 1 عبارت باشند ازA ،... ،nA .در این صورت  

i )یک( jA A A A( )∗ ∗=.  
j ،i و i یکانی است اگر و فقط اگر به ازاي هر A )دو( j ijA A ∗ =.  
 باشند، آنگاه مـاتریس     1 داراي قدرمطلق    1  ،... ،n یکانی و عددهاي مختلط      A اگر   )سه(

= 1 1 n nB A A[ ... ] نیز یکانی است .  
tAهاي مشابهی هم براي  گزاره Aهاي متعامد داریم  و ماتریس.  
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   در حقیقت باتوجه به)یک( .حل
∗

∗

∗

 
 

=  
 
 

1

n

A

A

A

M  

  .کافی است تعریف ضرب را به کار ببریم
  شود که  به آسانی دیده می)سه(

i j i j i j ij ijB B A A I( ) ( ) ( )     ∗ ∗= = = =  
ijAفرض کنیم    . 5 a( پذیر اسـت اگـر و     وارونAدر این صورت .  مثلثی باشد - ماتریسی بالا    =(

11≠فقط اگر    0a ،... ،≠ 0nma . ،در این وضعA−1 هـاي    مثلثـی اسـت و درایـه   - نیز بالا

1−اند از   عبارتA−1قطري 
11a ،...  ،−1

nna.  
کنـیم    کوشـش مـی   .  ناصـفر باشـند    Aهـاي قطـري        نخست فرض کنیم درایـه     . روش اول  .حل

ijBمـاتریس   b( BAیـابیم کــه    را طــوري مــی=( I= .  اگــر تعریـف ضــرب را بنویــسیم و
اي بـه دسـت       هـا بـه گونـه     ijbبینیم که      را برابر بگیریم، می    =هاي متناظر در دو طرف        درایه
  شود و  مثلثی می- بالا Bآیند که  می

− −= =1 1
11 11 nn nnb a b a,...,  

ijCبه طور مشابهی اگر فرض کنیم        c( AC و بنویسیم    =( I=بینیم که  ، آنگاه میijc  هـا
  شود و  مثلثی می- بالا Cآیند که  اي به دست می هبه گون

− −= =1 1
11 11 nn nnc a c a, ...,  

  .پذیر است  وارونA وارون چپ و راست دارد پس Aچون 

ijAپذیر باشد و      وارون Aبرعکس، فرض کنیم     b( )− بـا اسـتفاده از   (در ایـن صـورت   . 1=
  بینیم که می) هاي قبل محاسبه

nn nnA A I b a b a, ...,− = ⇒ = =1
11 11 1 1  

  nna a, ...,⇒ ≠ ≠11 0 0  

l هاي پایین مثلثی داریم  حکم مشابهی هم براي ماتریس)یک. (تذکر.  
 Aهاي قطري     پذیر است اگر و فقط اگر درایه         وارون Aبینیم که      هم می  det با استفاده از     )دو(

  .ناصفر باشند



       مبانی جبر خطی   64

nAفرض کنیم    . 6 B, ∈ M .  اگرA ذیر باشد و    پ   وارونA B AB+  و  B، نشان دهیـد کـه       =
A I−پذیرند  نیز وارون.  
  بینیم که  می.حل

A B AB A A B B I A B I( ) ( )− −+ = ⇒ + = ⇒ − =1 1  

Bپـذیر اسـت و         وارون Bپس   I A− −= −1 پـذیري   ، وارونBپـذیري   همچنـین، از وارون . 1
A I−از این گذشته، روشن است که. شود  نتیجه می  

A B AB A B I− −+ = ⇒ + =1 1  
  فرض کنیم .7

A

 
 
 =
 
 
 

1 0 1 1
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1

  

I )یک(نشان دهید که  A− وارون )دو( توان است و – پوچ Aرا بیابید .  

Iشـود کـه        به آسانی دیـده مـی      .حل A O( )− ) ج (43. 1اکنـون بـا اسـتفاده از مثـال          . 2=
  پذیر است و  وارونAبینیم که  می

A I I A I A( ( ))− −= − − = −1 1 2  

  

− − 
 − =
 
 
 

1 0 1 1
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1

  

   مفروض است واسکالر ناصفر  .8

nD

...

...

...

...








 
 
 

= ∈ 
 
 
  

1 0 0
0 1 0
0 0 0

0 0 0
M M M M

M  

  . بیابیدDفرمولی براي وارون ).  هستند1قطر اصلی همگی درنگ بالاي  هاي بی درایه(
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nAاگر قرار دهیم    . حل O e e[ ... ]−= 1  n تـوانی  – تـوان بـا مرتبـۀ پـوچ     – پوچ A، آنگاه 1
Dاز سوي دیگر، روشن است که       . است I A= و بـا   ) ج (43. 1اکنون با استفاده از مثال      . +

Bفرض  A−= −   بینیم که  می1

  D I B D I B( ) ( ) − − −= − ⇒ = −1 1 1  

  nI B B( ... )− −= + + +1 1  
nAپذیر    در ماتریس وارون   .9 ∈ M  هاي هر سطر برابر است با          مجموع درایهr.    نشان دهید که 

r ≠ بـراي  هـم  گزارة مـشابهی  . r−1 برابر است با A−1هاي هر سطر  رایه و اینکه مجموع د  0
 .داریم» ها ستون«

ijA فرض کنیم .حل a( ijA و =( b( )−   بنابر فرض،. 1=
n

ij
j

a r i n, ( ,..., )
=

= =∑
1

1  

Aبه از سوي دیگر، با توجه  A I−  داریم j و i، به ازاي هر 1=
n

ik kj ij
k

b a 
=

=∑
1

  بنابراین،. 

  
n n n

ij ik kj
j j k

b a
= = =

= ⇒ =∑ ∑ ∑
1 1 1

1 1  

  
n n

kj ik
k j

a b( )
= =

⇒ =∑ ∑
1 1

1  

  
n n

ik ik
k k

r b r b r, /
= =

⇒ = ⇒ ≠ =∑ ∑
1 1

1 0 1  

nAفرض کنیم دو ماتریس      .10 B, ∈ M   نـشان دهیـد کـه       .  تـوان باشـند    – خودA B+  هـم   
AB توان است اگر و فقط اگر –خود  BA O= =. 

  بینیم که می» فقط اگر«براي اثبات قسمت. بدیهی است» اگر« قسمت .حل

A B A B AB BA O( ) ( )+ = + ⇒ + =2 1  

  
AB ABA O

ABA BA O

+ =⇒  + =
  

  AB BA O ( )⇒ − = 2  
ABدهند که  نشان می) 2(و ) 1(هاي  رابطه BA O= =.  
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nAدو ماتریس    .11 B, ∈ M  اي هستند که       به گونهA B I+ AB و   = O= . نشان دهید که
A و B اند و   توان– خودBA O=. 

  بینیم که  می.حل

A B I A AB A A A+ = ⇒ + = ⇒ =2 2  
Bدهد که ماتریس      یک محاسبۀ ساده نشان می     I A=  تـوان اسـت و اینکـه        – نیـز خـود      −

BA O=.  
 دترمینان .12

−
−∆ =

−

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 2 1

1 1 1

x

x

n x

...

...

...

...

M M M M
  

  .را محاسبه کنید  
nاي درجۀ   آشکارا یک تابع چندجمله   ∆ .حل − کـه صـفرهاي آن   ) چرا؟( است x برحسب 1

n،  ...، 1، 0اند از  عبارت −   پس. 1
n x x x n( ) ( )...( )∆ = − − − +1 1 1  

  دترمینان .13

−

−

− −

∆ =

1

2 1 2

3 2 3

1 2 1

0 0 0
0 0
0 0

n

n n

n n

n n n n n nn

a

a a

a a

a a a a

( )

( )

( ) ( )

...

...

...

...

M M M M
  

  .را محاسبه کنید
n ستون آخر را با      .حل − سپس در دترمینان جدیـد،     . بریم   تعویض متوالی به ستون اول می      1

nستون آخر را با      − دهیم تا     فرایند را ادامه می    بریم و این     تعویض متوالی به ستون دوم می      2
na1 ،naهاي قطري  مثلثی با درایه -به دترمینانی پایین  ( )−2 1 ،... ،na   بنابراین،.  برسیم1

n n
n n na a a( )/

( )( ) ...−
−∆ = − 1 2

1 2 1 11  

ریم که همچنین، توجه دا). چرا؟( n n n( )/ /( ) ( )−− = −1 2 21   ).چرا؟ (1
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فرض کنیم    .14
M P

A
O N

 =   
) انـدازه  نـه لزومـاً هـم   ( دو مـاتریس مربعـی   N و M کـه در آن  

 در این صورت. هستند
A M Ndet (det ).(det )=  

ی در  مثلث ـ -  را به صورت بـالا     Aماتریس  » 3نوع  «مقدماتی   -با استفاده از عمل سطري      . حل
  ):شوند مثلثی می -  هم بالاN و Mکه در این فرایند، (آوریم  می

M P
A

O N

′ ′ ′ =  ′ 
  

  داریم) پ (51. 1با توجه به قضیۀ 
M M N N A Adet det , det det , det det′ ′ ′= = =  

  و از این رو،
A A M Ndet det (det ).(det )′ ′ ′= =  

  M N(det ).(det )=  

l را نیز ببینید66. 1مثال . تذکر .  
 دترمینان .15

−

∆ =
− −

1 1 2 3
2 2 0 2
4 1 1 1
1 2 3 0

  

  .را محاسبه کنید
) و سـپس بـا بـه کـارگیري مـسألۀ بـالا            (» 3نـوع   «با استفاده از عمل سـطري مقـدماتی         . حل
  بینیم که می

.

−
− − − − −

∆ = = =
− −

1 1 2 3
0 4 4 4 1 1 4 8

1280 0 4 8 0 4 4 0
0 0 4 0

  

nAماتریس   .16 ∈ M)     که در آنn ≥ ست که هر سـتون آن فقـط یـک درایـۀ            اي ا   به گونه ) 2
  نشان دهید که.  است1ناصفر دارد که آن هم 

Adet { , , }∈ −1 0 1  
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Adetها در یک سطر باشند، آنگاه آشـکار      1اگر دو تا از     . حل = در » یکـی «اگـر هـیچ دو   . 0
naیک سطر نباشند، آنگاه جایگشتی مانند        S∈   هاي     هست که ستونI   جـا     براساس آن جابه

   داریم49. 1پس با توجه به قضیۀ .  به دست آمده استAاند تا  شده
A Idet= = ±1  

lبینیم که  براي مثال، می  

− +−= − = −
3

2 11

0 1 0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0

1 1
0 0 0 1 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 1

n n
n

( )

... ...

... ...

( ) , ( )

... ...

... ...

M M M M M M M M  

 نشان دهید که. اند  مفروض1 ،...، n و اسکالرهاي nعدد طبیعی  .17

n

n

i j
n i j

n
n n n

...

...
( )

...

  

  
 

  

−

−

≥ > ≥
−

∆ = = −∏

2 1
1 1 1

2 1
2 2 2

1
2 1

1
1

1
M M M M

  

  براي مثال،. نامیم  می1دترمینان واندرمونداین را 

( )( )( )

 

       

 

= − − −

2
1 1

2
2 2 3 2 3 1 2 1

2
3 3

1
1
1

  

n به ازاي    .حل =  طبیعـی   فرض کنـیم حکـم بـه ازاي عـدد         . ، رابطۀ مورد نظر برقرار است     2
n ≥   بینیم که هاي دترمینان و نیز فرض استقرا می با استفاده از ویژگی.  درست باشد2

  

n

n

n
n

n n n
n

n n n

...

...

...

...

  

  

  

  

+

+ + +

∆ =

2
1 1 1

2
2 2 2

1
2

2
1 1 1

1
1

1
1

M M M M  

___________________________________________________________ 
1- A. T. Vandermonde 
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  )چرا؟(
n n

n n
n n n n n

n n
n n n n n

...

...

...

...

       

       

       

−

−

−
+ + + + +

− − −

=

− − −

− − −

2 1
2 1 2 1 2 2 1 2

2 1
1 1 1

2 1
1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 0 0
1

1
1

M M M M  

  
n n

n n
n n n n n

n n
n n n n n

...

...

...

...

       

       

       

−

−

−
+ + + + +

− − −

=

− − −

− − −

2 1
2 1 2 1 2 2 1 2

2 1
1 1 1

2 1
1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 0 0
0

0
0

M M M M  

  

n

n n n
n n

n
n n

...

( ) ... ( )( )
...

...

 

     
 

 

−

+ −

−
+ +

= − − −

1
2 2

2 1 1 1 1 1

1
1 1

1

1
1

M M M
  

  n n i j
n i j

( ) ... ( )( ) ( )       +
+ ≥ > ≥

= − − − −∏2 1 1 1 1
1 2

  

  i j
n i j

( ) 
+ ≥ > ≥

= −∏
1 1

  

l رانیز ببینید10 تمرین .تذکر .  
nAفرض کنیم  )یک( . 18 ∈ M و اینکه ماتریس nE ∈ Mثابت کنید که.  سطري مقدماتی باشد 

EA E Adet( ) (det ).(det )=  
nA فرض کنیم دو ماتریس )دو( B, ∈ M ثابت کنید که. ارز باشند  هم– سطري  

A Bdet det≠ ⇔ ≠0 0  
nA فرض کنیم )سه( ∈ M . ثابت کنید کهAپذیر است اگر و فقط اگر   وارونAdet ≠ 0.  
nA فرض کنیم )چهار( B, ∈ M .ثابت کنید که  

AB A Bdet( ) (det ).(det )=  
  .) را نیز ببینید53. 1قضیۀ (
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  . را نیز به کار ببریم96. 1 سه حالت در نظر بگیریم و قضیۀ Eکافی است براي ) یک. (حل
l        هـاي   بینـیم کـه اگـر مـاتریس          اکنون با استفاده از استقراي ریاضی مـیE1 ،... ،kE 

  سطري مقدماتی باشند، آنگاه

k kE E A E E Adet( ... ) (det )...(det )(det )=1 1  
Aبا انتخاب (در حالت خاص  I= (داریم  

k kE E E Edet( ... ) (det )...(det )=1 1  
  ).چگونه؟(شود  نتیجه می) یک(درنگ از  بی) دو(
پـذیر    وارونAاگـر  . Aي عبارت باشد از صورت پلکانی تحویل یافتۀ سطر    Bفرض کنیم    )سه(

Bباشد، آنگاه    I= .  پسBdet ≠ Adet، )دو( و بنابر    0 ≠ Adetبـرعکس، اگـر   . 0 ≠ 0 ،
Bdetداریم  ) دو(آنگاه بنابر    ≠ B سطر صـفر نـدارد و از ایـن رو،            Bنابراین،  ب. 0 I= .  ایـن
  .پذیر است  وارونAدهد که  نشان می

  داریم) سه(و از این رو، بنابر ) چرا؟( نیز تکین است AB تکین باشد، آنگاه Aاگر ) چهار(
AB B A Bdet( ) .det (det ).(det )= = =0 0  

 وجود دارنـد    E1  ،... ،kEسطري مقدماتی مانند    هایی    پذیر باشد، آنگاه ماتریس      وارون Aاگر  
kAبه طوري که  E E...=   بینیم که می) یک(اکنون با استفاده از . 1

  kAB E E Bdet( ) det( ... )= 1  
  kE E B(det )...(det )(det )= 1  

  ( )kE E B A Bdet( ... ) (det ) (det )(det )= =1  
ijفرض کنیم ماتریس     .19 nA a( )= ∈ M  نـشان دهیـد کـه    . مثلثـی باشـد   -  بـالاAadj نیـز   

 اند از هاي قطري آن عبارت مثلثی است و درایه - بالا

ii kk
k i

A a i n, ( , ..., )
≠

= =∏ 1  

  .ریممثلثی دا -هاي پایین  حکم مشابهی هم براي ماتریس
j به ازاي هر     .حل i>    ماتریس کهاد ،ijM مثلثی است که درایۀ صفر بـر قطـر اصـلی          -  بالا

  و از این رو،) چرا؟(دارد 
i j

ij ijA M( ) det+= − =1 0  

ــاتریس   ــب، م ــن ترتی ــه ای )ijAب ــایین ( ــابرای - پ ــاتریس مثلثــی و بن tن، م
ijA Aadj ( )=   

  .مثلثی است - بالا
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  مثلثی است و آشکارا داریم -  بالاiiM، ماتریس کهاد iاز سوي دیگر، به ازاي هر 
i i

ii ii kk
k i

A M a( ) det+

≠
= − = ∏1  

nAفرض کنیم ماتریس   .20 ∈ Mدر ایـن  . هاي آن عـدد صـحیح باشـند    پذیر و همۀ درایه رون وا

Adet عدد صحیح هستند اگر و فقط اگر A−1هاي  صورت درایه = ± 1. 

Adetفرض کنیم   . حل = ±  A عدد صحیح هستند پس هـر همـسازة          Aهاي    چون درایه . 1
  اکنون رابطۀ. هم عددي صحیح است

t
ijA A A

A
.adj ( )

det
− = = ±1 1  

  . نیز عدد صحیح هستندA−1هاي  دهد که درایه نشان می

Adet و Adet عدد صحیح باشـند، آنگـاه چـون     A−1هاي    برعکس، اگر درایه    عـدد  1−
   هستند،صحیح

A A A(det ).(det ) det− = ⇒ = ±1 1 1  
 .را در حالت کلی ثابت کنید) الف (72. 1قضیۀ  .21

t هـست بـه طـوري کـه بـه ازاي             c اسـکالري ماننـد      .حل c| tIهـاي     ، مـاتریس  ≤| A−  و 
tI B−پس). چرا؟(پذیرند   وارون  

( ) ( )tI A tI B tI B tI Aadj( )( ) adj( ) . adj( )− − = − −  
tهاي متناظر در دو طـرف، بـه ازاي هـر          بنابراین، درایه  c| هـا   چـون ایـن درایـه   .  برابرنـد ≤|

tدر حالـت خـاص، بـه ازاي         ). چـرا؟ ( برابرنـد    tاي هستند، پس به ازاي هـر          چندجمله = 0 
  بینیم که می

AB B Aadj( ) (adj )(adj )=  
 . تکین است ثابت کنیدAرا در حالتی که ) ت (72. 1قضیۀ  .22

t هست به طـوري کـه بـه ازاي    c اسکالري مانند  .حل c| tI، مـاتریس  ≤| A−پـذیر    وارون
  پس. است

( ) ntI A tI A tI Aadj adj( ) | | ( )−− = − −2  
tبینیم که رابطۀ بالا به ازاي  د مسألۀ قبل میاکنون با استدلالی مانن =    هم درست است، یعنی0

nA A Aadj(adj ) | | .−= 2  
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nAماتریس  .23 ( )∈ ¡Mمفروض است .  
|A فرض کنیم )یک( | =   در این صورت. 1

t
ij ijA A A A a i j nadj , ( , ,..., )⇔ = ⇔ = =    متعامد است1

|A فرض کنیم )دو( | =   در این صورت. 1−
t

ij ijA A A A a i j nadj , ( , ,..., )⇔ = − ⇔ = − =    متعامد است1
  .هاي مربوط را به کار ببریم  کافی است تعریف.حل

nAپـذیر      مـاتریس وارون   )الف( .24 ∈ M     و مـاتریس nB ∈ M  در ایـن صـورت     . انـد    مفـروض

A BA Btr( ) tr− =1.  
nA اگر )ب( B, ∈ M آنگاه به ازاي هر ،k ∈    داریم¥

k kAB BAtr( ) tr( )=  
n اسکالري ناصفر باشد، آنگاه هیچ دو مـاتریس           اگر   )پ( n×    اي ماننـدA   وB    در رابطـۀ 

AB BA I−   .کنند  صدق نمی=
  . را به کار ببریم88. 1 کافی است قضیۀ .حل

nA ماتریس   )یک( .25 ∈ M  اي است که به ازاي هـر           به گونهnB ∈ M   داریـم ABtr( ) = 0 
Aنشان دهید که  O=.  

nA دو مــاتریس )دو( B, ∈ Mــه ــه گون ــه ازاي هــر    ب nCاي هــستند کــه ب ∈ M ــم  داری
ABC CBAtr( ) tr( ABنشان دهید که . =( BA=.  

ijAفرض کنـیم    . روش اول  )یک. (حل a( iورت بـه ازاي هـر       در ایـن ص ـ   . =( j n,≤ ≤1 
  بینیم که می

j i i j ij ijAE E E AE a E atr( ) tr( ) tr( . )= = = =1 1 1 1 110  
Aو این دقیقاً یعنی  O=.  

B با فرض .روش دوم A∗= از ،AAtr( )∗ = Aگیریم که   نتیجه می0 O=.  
  .کنیم  حل این قسمت را به خواننده واگذار می)دو(

nA هاي ماتریس .26 ∈ M و AA A A∗  . نرمال استAنشان دهید که . پذیرند  تعویض−∗

Bدهیم    قرار می . حل AA A A∗ ∗=  آشکارا ارمیتی اسـت و از ایـن رو، بـراي            Bماتریس  . −

Bاثبــات  O=     کــافی اســت ثابــت کنــیم کــه Btr =2 ولــی بــا فــرض   ). چــرا؟ (0

C A AA A A( )∗ ∗ ∗=    داریم−
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  B AA A A AA A A( )( )∗ ∗ ∗ ∗= − −2  
  AA AA A A A A AA A A AC CA( ) ( )∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= − − − = −  

Btrبنابراین،  =2 0.  
nAفرض کنیم  .27 B, ∈ M . اگرA پادارمیتی باشد و AB B= نشان دهید که ،B O=. 

AB از رابطۀ .حل B=شود که   نتیجه میA B B=2،و از این رو   

B B AB AB B A A B B A B B B( ) ( ) ( )∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = = − = −2  
Bبنابراین  Btr( )∗ = B و در نتیجه، 0 O=.  

nAفرض کنیم  .28 B, ∈ M .نشان دهید که 

BAA اگر )یک( O∗ BA، آنگاه = O=.  

k ارمیتی باشد، A اگر )دو( ∈ kBA و ¥ O=اه ، آنگBA O=.  
   داریم)یک. (حل

BAA O BAA B O BA BA O BA O( )( )∗ ∗ ∗ ∗= ⇒ = ⇒ = ⇒ =  

کنـیم کـه اگـر          نخست با اسـتفاده از اسـتقراي ریاضـی ثابـت مـی             )دو(
n

BA O=2   آنگـاه ،
BA O= . بینیم که می) یک(در حقیقت، با توجه به  

n n n n n
O BA BA A BA A. ( )

− − − − ∗= = =
1 1 1 12 2 2 2 2  

  
n

BA O BA O...
−

⇒ = ⇒ ⇒ =
12  

nعدد.  عدد طبیعی دلخواهی باشدkاکنون فرض کنیم  ∈ nگیریم که  را طوري می¥ k≥2 .،بنابراین  
nkBA O BA O BA O= ⇒ = ⇒ =2  

nAدو ماتریس  .29 B, ∈ Mاي هستند که   به گونهA و AB BA−نشان دهید که. پذیرند  تعویض 

kAB BA ktr( ) , ( )− = ∈0 ¥  

kبا فرض . حل ≥ kC و 2 B AB BA( ) −= −    داریم1
k kAB BA AB BA AB BA( ) ( )( ) −− = − − 1  

  k kAB AB BA BA AB BA( ) ( )− −= − − −1 1  
  AC CA= −  
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nA ماتریس نرمال .30 ∈ M و ماتریس nB ∈ Mنشان دهید که. پذیرند  تعویض 

A )یک( B BA∗ AB )دو(  .=∗ B A∗ ∗=.  
  . نیز نرمال استAB نرمال باشد، آنگاه B اگر )سه(

Cدهـیم     قرار می . کنیم  را حل می  ) یک( فقط   .حل A B BA∗ ∗= Cبـراي اثبـات     . − O= 

CCtrکافی است ثابت کنیم که  ∗ = ACاکنون با توجه به . 0 CA=) بینیم که می) چرا؟  

CC C B A AB( )∗ ∗ ∗= −  
  CB A CA B( ) ( )∗ ∗= −  

  CB A ACB DA AD( ) ( )∗ ∗= − = −  
CCtrبنابراین،  ∗ = 0.  

nAفرض کنیم  .31 B, ∈ M .نشان دهید که 

( ) ( )AB AA BB| tr( ) | tr( ) . tr( )∗ ∗≤2  
ijA با فرض .حل a( ijB و =( b( C و با استفاده از نابرابري =( B S. .    داریم.

  
n n

ij ji
i j

AB a b| tr( ) |
= =

= ∑ ∑
2

2

1 1
  

  ( ) ( )∗ ∗

= =
≤ =∑ ∑2 2

1 1

n n

ij ij
i j i j

a b AA BB
, ,

. tr( ) . tr( )( ) ( )  

nAفرض کنیم    .32 B, ∈ M    و اینکه A نشان دهیـد کـه      . پذیر باشد    وارونAB   و BA   متـشابه 
 .هستند

BAبینیم که   در حقیقت می.حل A AB A( )−= 1.  
l اگر هر دو ماتریس      . تذکر A   و B     بـراي مثـال،    . بالا درسـت نیـست     تکین باشند، گزارة

  فرض کنیم

A B,
−   = =   −   

1 2 2 4
2 4 1 2  

  در این صورت

AB O BA,
− = =  − 

10 20
5 10  
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nAفرض کنیم  .33 ∈ M. 

ام را عـوض کنـیم،      sام و   rهـاي     ام و سپس جاي سـتون     sام و   rاگر جاي سطرهاي    ) الف(
  . متشابه استAماتریس به دست آمده با 

 ضرب کنیم، 1/ام را در r ضرب و سپس ستون ام را در اسکالر ناصفر      r اگر سطر    )ب(
  . متشابه استAماتریس به دست آمده با 

ام sام بیفزاییم و سـپس سـتون   s ضرب و آن را به سطر ام را در اسکالر   rاگر سطر    )پ(
  . متشابه استAام بیفزاییم، ماتریس به دست آمده با rضرب و آن را به ستون −را در 
  .نامیم  میB در هر یک از سه مورد بالا ماتریس به دست آمده را .حل

  هاي مقدماتی  اگر ماتریس)الف(

r s r sE R R F C C: , :↔ ↔  
  آشکارا داریمرا در نظر بگیریم، آنگاه 

B EAF E AE−= = 1  
  هاي مقدماتی  اگر ماتریس)ب(

r r r rE R R F C C: , :


→ → 1  

Eرا در نظر بگیریم، آنگاه آشکارا داریم  F−   و از این رو،) چرا؟ (1=

B EAF F AF−= = 1  
  هاي مقدماتی  اگر ماتریس)پ(

s s r r r sE R R R F C C C: , ; → + → −  

Eرا در نظر بگیریم، آنگاه آشکارا داریم  F−    و از این رو،1=

B EAF F AF−= = 1  
ijفرض کنیم    .34 nA a( )= ∈ M   و nS اـي    در این صورت ماتریس   . ∋ i و Aه jB a ( ) ( )( ) = 

 .اند متشابه

در ایـن  . کنـد   تبـدیل مـی  r را بـه  s و s را به r ترانهشی باشد که ت فرض کنیم     نخس .حل
nSحالت کلیِ .  به دست آمده بود33در مسألۀ   ) الف( همان است که در حالت       Bوضع،   ∈ 

  ).چگونه؟(شود  به آسانی نتیجه می
 فرض کنیم .35

n nA a a B b bdiag( ,..., ) , diag( ,..., )= =1 1  
  .اند  متشابهB و Aها باشند، آنگاه aها یک تجدید آرایش bاگر 
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  .تکرار کنیم» چند بار« را 33در مسألۀ » عمل الف« کافی است .حل
l خـواهیم دیـد کـه بـرعکس، اگـر       6در پیوسـت فـصل   ) دو (36در مثال    .تذکرA و B 
  .ها هستندaها یک تجدید آرایش bه باشند، آنگاه متشاب

 ناصفر  1  ،... ،nمقدماتی نشان دهید که اگر اسکالرهاي        -هاي سطري     با استفاده از عمل    .36
 ند، آنگاه ماتریسباش

n

A

...

...

...

...








 
 
 

=  
 
 
  

1

2

3

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
M M M M M

  

  .پذیر است و وارون آن را بیابید وارون
A ماتریس .حل I[ |   به صورت» عمل تعویض سطرها«گیریم و آن را با   را در نظر می[

n

n

n

... ...

... ...

... ...

... ...








−

−

 
 
 
 
 
 
  

1

2

1

0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0
M M M M M M M M M

  

nیب در اکنون سطرها را از بالا به پایین به ترت        . آوریم  در می 
−1 ،... ،−1

1 کنـیم و    ضرب مـی
  بینیم که می

n

n

n
A

...

...

...

...









−

−
−

− −
−

−

 
 
 
 =  
 
 
  

1

1
1

1 1
2

1
1

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
M M M M M

  

 هاي سطري مقدماتی نشان دهید که ماتریس با استفاده از عمل .37

A

− 
 =  
  

4 3 5
1 1 0
1 1 5

  

  .هاي مقدماتی بنویسید ورت حاصلضرب ماتریسپذیر است و آن را به ص وارون
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  هاي سطري مقدماتی  اگر عمل.حل

E R R E R R R E R R R

E R R E R R R E R R R

E R R R E R R E R R R

E R R R

: , : , :

: , : , :

: , : , :

:

→ → − → −
→ − → − → −

→ − → → −

→ +

1 1 3 2 2 2 1 3 3 3 1

4 3 3 5 2 2 3 6 1 1 3

7 3 3 1 8 3 3 9 2 2 3

10 1 1 3

4

1 205
20

  

Eبینیم که  را انجام دهیم آنگاه می E E E A I... =10 9 2    و از این رو،1

A E E E E...− − − −= 1 1 1 1
10 9 2 1  
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  تمرینات
     با استفاده از یکاهاي ماتریسی، حاصلضرب.1

A B,
−   

   = =
   − −   

1 2 1 1 2 1
0 1 3 3 0 1
1 0 2 2 1 0

  

  .را بیابید

2×  نشان دهید که بینهایت ماتریس   .2 Aبه طوري که هست  A  مانند2 I=2.  

A   فرض کنیم .3
 

=  
  

0 0 0
1 0 1
0 0 1

  .بیدها را بیاnAبا استفاده از یکاهاي ماتریسی، . 

nX   چهار ستون      .4 Y U V, , , ∈ 1M ماتریس   براي یافتن . اند   مفروضt tXY UV    چند بار عمل 
  بریم؟ ضرب اسکالرها را به کار می

 اسکالر     .5 ≠ Aاي هستند که       به گونه  A و ماتریس مربعی ناصفر      1− A=2 .     بـه ازاي کـدام
Iتوان ادعا کرد که   میاسکالرهاي  A+ و I A+وارون یکدیگرند؟   

nA   فرض کنیم .6 ∈ M و A I=2 .دهیم قرار می  

B I A C I A( ) , ( )= + = −1 1
2 2

  

B)دو(اند،   توان– خود C و B )یک(نشان دهید که  C A− B)سه(، = C I+ BC)چهار( و = O=.  
ــیم    .7 ــرض کنـ nA فـ B, ∈ M و a ib = + ∈ ــر .£ ــد،  A اگـ ــی باشـ B ارمیتـ O≠ و 

AB B= نشان دهید که ،b = 0.  

ij ماتریس     .8 nA a( )= ∈ M     و اسکالر ناصفر  اگـر هـر     . اند   مفروضija    را در i j  ضـرب   −
  کند؟  چه تغییري میAdetیم، کن

   ناصفر باشند و1 ،... ،n فرض کنیم اسکالرهاي   .9

n

A

...

...

...

...








 
 
 =  
 
  

1
2

3

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0
M M M M M

  

  . را بیابیدA−1، 36با روشی غیر از مسألۀ حل شدة 
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  نشان دهید که. اند  مفروض1 ،... ،n و اسکالرهاي n عدد طبیعی   .10
n

n

n i j
i j n

n
n n n

D

...

...
( )

...

  

  
 

  

−

−

≤ < ≤
−

= = −∏

1 2
1 1 1

1 2
2 2 2

1
1 2

1
1

1
M M M M

  

  . مقایسه کنید17با مسألۀ حل شدة 
   سه اسکالر باشند وc و a ،b فرض کنیم  .11

a a

A b b

c c

 
 

=  
 
  

2

2

2

1
1
1

  

  ثابت کنید که
bc ca ab b c

A b c c a a b c a

a b

adj .

− − − −   
   = + + + −   
   − − − −   

0 0
0 0

1 1 1 0 0
  

nA فرض کنیم    )الف. (12 ∈ M .     نشان دهید که ماتریسی متقارن با اثر صفر ماننـدS  ماتریـسی ،
   وجود دارند به طوري کهcانند  و اسکالري مTپادمتقارن مانند 

A S T cI= + +  
   باتوجه به نمادهاي بالا، نشان دهید که)ب(

A S T A ntr tr tr (tr ) /= + +2 2 2 2  
nf تابع .13 : → KMاي است که  به گونه  

f )الف( I n( ) =.  
f )ب( A B f A f B( ) ( ) ( )+ = +.  
f )پ( A f A( ) ( ) =.  

nA به ازاي هر )ت( ∈ Mپذیر   و هر ماتریس وارونnP ∈ M داریم f P AP f A( ) ( )− =1.  
fثابت کنید که  tr=.  

l اسکالري مانند را کنار بگذاریم، ثابت کنید که به ازاي  ) الف( اگر شرط    .تذکر   داریـم 
f tr=.  
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nAنشان دهید که ماتریس   .14 ∈ M نرمال است اگر و فقط اگر A و AA∗پذیر باشند  تعویض.  
nA فرض کنیم دو ماتریس .15 B, ∈ M نرمال باشند و AB O= . نشان دهید کهBA O=.  
nA اگر دو ماتریس .16 B, ∈ M ارمیتی باشند، نشان دهید که ABtr( ) ∈ ¡.  
i، بـه ازاي هـر       nM  ثابت کنید که در       .17 n≤ iiE داریـم    1≥ E≈ i و بـه ازاي هـر        11 j≠ 

ijEداریم  E≈ 12.  

l را نیز ببینید6 در پیوست فصل 39 قضیۀ .تذکر .  
 . متـشابه اسـت    Bمثلثی مانند    - با ماتریسی پایین     ∆مثلثی   -  نشان دهید که هر ماتریس بالا      .18

  اند؟  یکسانB و Aهاي قطري  آیا درایه
  هاي  صورت نرمال ماتریس.19

A B,

− −   − −   = =  − 
 − −    − 

5 10 5
6 1 0 4 1 2 1
3 5 1 1 2 4 2
1 0 2 2 2 1 1

  

  .را بیابید) 113. 1در قضیۀ  (Q و Pپذیر متناظر  هاي وارون و نیز ماتریس

 نشان دهید که صورت نرمال ماتریس        .20 
  
1 1
1  عبارت است از     1 

  
1 0
0 توان این صـورت      آیا می . 0

هـاي    مقدماتی بـه دسـت آورد؟ فقـط بـا عمـل            -هاي سطري     نرمال را فقط با استفاده از عمل      
   مقدماتی چطور؟-ی ستون

  



  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  )1پیوست 

  

  هاي  پرسشمجموعۀ

 اي چهار گزینه



 1اي فصل  هاي چهارگزینه مجموعۀ پرسش

  )٧٤رياضي (  کدام گزینه درست است؟ .1
1 (AB BAtr( ) tr( )=  2 (AB A trBtr( ) tr .=  

3 (AB A Btr( ) tr tr= +  4 (A Atr (tr )=2 2  

∋اگر ماتریس حقیقی  .2 nA M در رابطۀ = −tA A ٧٤رياضي (  ... صدق کند، آنگاه(  
1 (= 0Adet    2 (≠ 0Adet  
= زوج باشد، nاگر ) 3 0Adet.  4 ( اگرn ،فرد باشد = 0Adet.  

  )٧٤رياضي (  ... وان باشد، آنگاه ت– خود Aاگر ماتریس مربعی  .3
1 (A 2  . توان است– پوچ (Aپذیر است  وارون.  

3 (−I A4  .پذیر است  وارون (I A− 1
  .پذیر است  وارون2

∋اگر  . 4 nA B, M ،=r A n( AB= و ( O٧٤رياضي (  ... ، آنگاه(  

1 (=B O    2 (=nA O  

3 (≠nBA O    4 (≠BA O  

+متعامد باشند و ) حقیقی( دو ماتریس B و Aاگر  . 5 = 0A Bdet det٧٦رياضي (  ، آنگاه(  
1 (+ = 1A Bdet( )  2 (= 1ABdet( )  
3 (+A B4  . تکین است (+A Bپذیر است  وارون.  

∋پذیر  ماتریس حقیقی وارون   . 6 nA Mاي هـر  اي است که بـه از   به گونه∈ ¡nX  داریـم 

=tX AX O .٧٦رياضي (  در این صورت(  
1 (n 2   . است4 مضرب (nدلخواه است .  
3 (n 4   . است3 مضرب (nزوج است .  

∋اگر ماتریس  .7 nA M توان باشد، آنگاه اثر – پوچ +I A٧٦رياضي (  م است؟ کدا(  
1 (n  2 (2n  3 (−1  4 (1  
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ماتریس  .8
 
 
 
 

0 0 1
1 0 0
0 1 0

  )٧٧رياضي (   با کدام ماتریس زیر متشابه است؟

1 (
 
 − 
 − 

1 0 0
0 1 0
0 0 1

  2 (
i

i
 
 − 
  

0 0
0 0
0 0 1

  

3 (
i

 
 
 
  

2 0 0
0 1 0
0 0

  4 (i

i

 
 
 − +
 
 
 − −
  

1 0 0
1 30 0

2
1 30 0

2

  

∋اگر  .9 nA M آنگاه به ازاي هر عدد ، ،Aadj( )٧٧رياضي (   برابر است با(  

1 (n Aadj −1  2 (n Aadj  3 (Aadj  4 (Aadj  

∋دو ماتریس   .10 nA B, Mاي هستند که       به گونه− =AB BA A  .  ٧٧رياضي (  در این صورت(  

1 (=A I  2 (= 0Adet  3 (= tA A  4 (Aاستپذیر  وارون .  

  )٧٧رياضي (   فقط با خودش متشابه باشد، آنگاهAاگر ماتریس مربعی  .11
1 (=A I    2 (=A O  
3 (A4    . قطري است (Aاسکالر است .  

A+ و   A   ، Bهـاي     فرض کنیم ماتریس   .12 B نیـز   ...در ایـن صـورت      . پـذیر باشـند      وارون
  )٧٨رياضي (  .پذیر است وارون

1 (−A B  2 (−+ 1A B  3 (−− 1A B  4 (− −+1 1A B  

=فرض کنیم    .13 ∈ij nA a( ) M     که در آن ≠=  =

1
0ij

i j
a

i j
 برابر  Adetن صورت   در ای . 

  )٧٨رياضي (  است با
1 (0    2 (−− −11 1n n( ) ( )  

3 (− −1 1n n( ) ( )    4 (−1 nn( )  
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∋دو ماتریس    .14 mnA M   و ∈ nmB M  اي هستند که     به گونهABدر . پـذیر اسـت    وارون
  )٧٨رياضي (   برقرار است؟n و mاین صورت کدام رابطه بین 

1 (≤m n  2 (≥m n  3 (=m n  4 (>m n  

رتبۀ ماتریس  .15
 
 = − 
 − 

1 0 1
2 1 1
3 2 3

A٧٨رياضي (   برابر است با(  

1( 1  2 (2  3 (3  4 (4  

∋اگر  .16 mnA M و ∈ npB M و =AB O٧٩رياضي (  ، آنگاه(  
1 (+ <r A r B n( ) ( )  2 (+ >r A r B n( ) ( )  
3 (+ ≤r A r B n( ) ( )  4 (+ ≥r A r B n( ) ( )  

در ایـن صـورت رتبـۀ       .  باشـند  s و   rهـاي     اندازه با رتبه     دو ماتریس هم   B و   Aکنیم  فرض   .17
−2 3A B٧٩رياضي (   برابر است با(  

1 (−2 3r s  2 (+r s  3 (r smax{ , }  4 (r smin{ , }  

∋م ماتریس فرض کنی .18 nA Mپذیر و ماتریس   وارون∈ nB M از تعویض سطرهاي i ام و
j امA٨٠رياضي (  در این صورت.  به دست آمده باشد(  
1 (−1Bهاي   از تعویض ستونi ام وj امAآید  به دست می.  

2 (−1B از تعویض سطرهاي i ام وj 1−امAآید  به دست می.  

3 (−1Bهاي   از تعویض ستونi ام وj 1−امAآید  به دست می.  

4 (−1B از تعویض سطرهاي i ام وj امAآید  به دست می.  

2×هاي مقدماتی  داد ماتریستع .19   )٨٠رياضي (   عبارت است از¢31 بر هیأت 2
1 (120  2 (123  3 (124  4 (125  

∋اگر ماتریس  .20 nA M پادمتقارن باشد، آنگاه Aadj ...  ) ٨١رياضي(  
  .متقارن است) 1
  .پادمتقارن است) 2
  . زوج باشدn فرد باشد و پادمتقارن است هرگاه nمتقارن است هرگاه ) 3
  . زوج باشدn فرد باشد و متقارن است هرگاه nپادمتقارن است هرگاه ) 4
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دترمینان  .21
−   

   −   
   −   

2 3 4 2 0 1
0 2 5 1 2 0
0 0 3 0 2 1

  )٨١رياضي (   برابر است با

1 (72-  2 (36-  3 (36  4 (72  

∋اگر ماتریس  .22 nA M در رابطۀ + − =2 2 2A A I O٨١رياضي (   صدق کند، آنگاه(  
1 (= 0Adet    2 (≠ 0Adet  

tAA=) 4  . استA مقدار – صفر یک ویژه )3 O  

∋فرض کنـیم     .23 nA B, M   و A بـه ازاي چنـد اسـکالر        . پـذیر باشـد      وارونc   مـاتریس ،
cA B+٨١رياضي (  پذیر است؟ ، وارون(  

  n  3 (n  4 (0حداکثر ) n  2بیش از ) 1

∋هاي    ماتریس .24 nA B, M  پـذیر     هـاي وارون     و ماتریسP   و Q   ي هـستند کـه   ا  بـه گونـه
=PAQ B .٨١رياضي (  در این صورت(  

1 (<r A r B( ) ( )    2 (<r B r A( ) ( )  
3 (=r A r B( ) ( )    4 (= + 2r B r A( ) ( )  

Aماتریس  .25
 
 =  
  

3 2 2
2 2 0
2 0 4

  )٨٢رياضي (   با کدام ماتریس زیر متشابه است؟

1 (
 
 
 
  

0 0 0
0 3 0
0 0 6

  2 (
 
 
 
  

3 0 0
0 1 0
0 0 2

  3 (
− 

 
 
  

1 0 0
0 1 0
0 0 2

  4 (
 
 
 

−  

6 0 0
0 3 0
0 0 1

  

اگر  .26
 
 = − 
 − 

1 2 4
1 0 3

3 1 2
A آنگاه ،Aadj٨٢رياضي (   برابر است با(  

1 (
− − 

 − 
−  

3 1 7
8 5 14
6 2 7

  2 (
− 

 − 
− −  

3 8 6
1 5 2

7 14 7
  

3 (
− − 

 − 
−  

3 7 1
8 14 5
6 7 2

  4 (
− 

 − − 
−  

3 8 6
7 14 7
1 5 2
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  )٨٢رياضي (  کدام گزاره نادرست است؟ .27
  .اند  نیز متشابه1B− و 1A− متشابه باشند، آنگاه B و Aاگر ) 1

  .اند  نیز متشابه2B و 2Aشند، آنگاه  متشابه باB و Aاگر ) 2

  .اند  نیز متشابهB∗ و A∗ متشابه باشند، آنگاه B و Aاگر ) 3
A= متشابه باشند، آنگاه I و Aاگر ) 4 I.  

  )٨٢رياضي (  ام گزینه نادرست است؟کد .28

1 (( )=
nn nA B ABdet( ) det( )  2 (=A Adet( ) det   

3 (=AB A Bdet( ) det .det  4 (− −=1 1A Adet (det )  

2×هاي مقدماتی  تعداد ماتریس .29   )٨٢رياضي (  ا برابر است ب¢11 بر هیأت 2
1 (40  2 (41  3 (42  4 (43  

3×پذیر  هاي وارون تعداد ماتریس .30   عضوي، برابر است با5هاي متعلق به هیأتی   با درایه3
  )٨٢رياضي (  

1 (253    2 (4 32 3 5 31. . .  

3 (6 32 3 5 31. . .    4 (7 32 3 5 31. . .  

n×هاي  کدام گزارة زیر دربارة ماتریس .31 n٨٢رياضي (   درست است؟(  
1 (>r AB r A( ) ( )  2 (>r AB r B( ) ( )  
3 (+ > +r A B r A r B( ) ( ) ( )  4 (≥ + −r AB r A r B n( ) ( ) ( )  

ــاتریس  .32 nAدو م B, ∈ M ــه ــه گون ــه    ب ــستند ک 2P=اي ه P ،=2Q Q ــه  و اینک
− +I P Q(   )٨٣رياضي (  در این صورت. پذیر است  وارون(

1 (=r P r Q( ) ( )    2 (=r P n( )  
3 (Q 4  . شدنی نیست– قطري (+P Q توان است– خود .  

Aشرط لازم و کافی براي اینکه مـاتریس          .33 ∈ 2M     در رابطـۀ + = +1I A Adet( ) det 
  )٨٤رياضي (  صدق کند، آن است که

1 (Atr = 0  2 (Atr = −1  3 (Atr = 1  4 (A Atr det=  
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=فرض کنیم    .34 +A xe I     که در آن x x x x( , , )= 1 2 3  ،= 1 1 1e [  مـاتریس یکـه     I و   [
  )٨٤رياضي (   برابر است باAdetدر این صورت . است

1 (+ + −1 2 3 1x x x  2 (+ + +1 2 31 x x x  
3 (+ +1 2 3x x x    4 (− − −1 2 31 x x x  

∋دو ماتریس    .35 nA B, M  اي هستند که رتبـۀ مـاتریس           به گونه= −C AB BA   برابـر 
  )٨٤رياضي (  در این صورت. 1است با 

1 (=2C O    2 (Cپذیر است  وارون.  

3 (=3C O 2≠ ولیC O.  4 (C توان است– خود .  

Aچند جفت ماتریس  .36 B, ∈ 3Mدر رابطۀ  

 
 

− =  
 
 

1 1 2
0 1 0
0 1 2

AB BA  

  )٨٥رياضي (  کنند؟ صدق می  
  بینهایت) 4  دو) 3  یک) 2  صفر) 1

ماتریس   .37 =   

2 0
0 7D   پذیر     و ماتریس وارونP ∈ 2M    در رابطۀ −= 1A P DP   صـدق 

−در این صورت ماتریس . کنند می + 25 3I A Aبا کدام ماتریس زیر متشابه است؟  
  )٨٥رياضي (  

1 (A  2 (P  3 ( 
  

3 0
0 33  4 ( 

  

33 0
0 3  

  )٨٥رياضي (  کدام است؟tuv باشند، رتبۀ ماتریس n¡ناصفر در ) ستونی( دو بردار v و uاگر  .38
1 (1  2 (2  3 (n  4 (2n  

∋×دو ماتریس حقیقی     .39 6 4A M   و ×∈ 4 6B M مـاتریس   . انـد    مفروضAB  داراي کـدام 
  )٨٦رياضي (  ویژگی است؟

  .پذیر است وارون) 2    .پذیر نیست وارون) 1
  . برابر نیستBAبا ) 4  .سطرهاي مسقل خطی دارد) 3
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 اگر .40

A

n n n

...

...

...

 
 
 =
 
 
 

1 1 1
2 2 2
M M M

  

)tAAtrآنگاه    )٨٦رياضي (   برابر است با(

1 (n n( )+ 1
2    2 (n n( )+2 1

2  

3 (n n n( )( )+ +1 2 1
6  4 (n n n( )( )+ +2 1 2 1

6  

  )٨٦رياضي (  کدام گزارة زیر درست است؟ .41
  .ماتریس الحاقی کلاسیک هر ماتریس قطري الزاماً قطري نیست) 1
  . لزوماً متقارن نیستAadj متقارن باشد، آنگاه پذیر و  حقیقی، وارونی ماتریسAاگر ) 2
  . نیز پادمتقارن استAadjپذیر و پادمتقارن باشد، آنگاه   حقیقی، وارونی ماتریسAاگر ) 3

3× ماتریسی Aاگر ) 4 ) با دترمینان ناصفر باشد، آنگاه 3 )A Adet adj(adj ) (det )= 3.  

2×هاي مقدماتی سطري  تعداد ماتریس .42   )٨٦رياضي (  برابر است با¢7هاي متعلق به   با درایه2
1 (24  2 (25  3 (26  4 (28  

3×هاي    تعداد ماتریس  .43 = کـه در شـرط       ¢2هاي متعلـق بـه         با درایه  3 −tA A   صـدق 
  )٨٧رياضي (  کنند برابر است با می

1 (8  2 (16  3 (32  4 (64  

 نیـز عـدد     1A−هـاي     اي است که درایه     هاي صحیح به گونه      با درایه  Aپذیر    ماتریس وارون  . 44
  )٨٧رياضي (  صحیح هستند در این صورت

1 (= −1Adet  2 (= 1Adet  3 (> 1Adet  4 (= 1Adet  

∋اگر  . 45 nA B, M٨٧رياضي (  ، آنگاه(  

1 (nA Aadj( ) adj=2 2  2 (A B A Badj( ) adj adj+ = +  
3 (AB A Badj( ) (adj ).(adj )=  4 (AB B Aadj( ) (adj ).(adj )=  
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∋فرض کنیم  . 46 nA M و =r A r(   )٨٧رياضي (  کدام گزینه درست است؟. (

 وجود دارند به طوري که Q و Pپذیر مانند  دو ماتریس وارون) 1 =   
rI O

PAQ
O O

.  

2 (A با ماتریس  
  

rI O

O O
  . متشابه است

3 (=2r A r( )  

4 (=2r A r( )  

Aاگر  .47 ∈ 7M 7= وA O آنگاه ،I A A Atr( ... )+ + + +2   )٨٧رياضي (   برابر است با7
1 (7-  2 (0  3 (7  4 (42  

∋ماتریس   . 48 nA M     و عدد طبیعی ≤ <1 r n اگر  . اند   مفروضr    درایـۀ A      را بـه دلخـواه 
  )٨٧رياضي (  تغییر دهیم، آنگاه

1 (r A( n) 2  .کند  تغییر نمی( A(   .کند  تا تغییر میr دقیقاً (
3 (n A( n) 4  .کند تا تغییر می r حداکثر ( A(   .کند  تا تغییر میr دست کم (

Aدر ماتریس    .49 ∈ 10M در این صورت   .  هستند 2هاي دیگر      و درایه  3هاي قطر اصلی       درایه
Adet٨٨رياضي (   برابر است با(  
1 (8  2 (9  3 (15  4 (21  

∋هـاي مـاتریس       ایهفرض کنیم در   . 50 nA M)      کـه در آن> 1n (       عـدد صـحیح باشـند و

=tAA nI . در این صورتn٨٨رياضي (  تواند باشد؟  کدام عدد زیر می(  
1 (19  2 (20  3 (21  4 (23  

∋ماتریس حقیقی    .51 nA M  2= اسـت کـه      اي   به گونهA A   و − =2tA A O( در ایـن   . (
  )٨٨رياضي (  صورت کدام گزینه نادرست است؟

1 (=2t tAA A A( )  2 (=2t tAA AA( )  

3 (+ =2t tAA A A O( )  4 (t tAA A A O( )− =2  
∋فرض کنیم ماتریس  .52 mnA M٨٨رياضي (  در این صورت.  وارون چپ داشته باشد(  

1 (=r A m( )    2 (=r A n( )  
3 (=r A m n( ) min{ , }  4 (=r A m n( ) max{ , }  
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∋فرض کنیم  .53 nA B, M و = 1r A( AB≠اگر . ( O آنگاه ،r AB(   برابر است با(

  )٨٨رياضي (  
1 (1  2 (n  3 (− 1n  4 (r B( )  

Aدو ماتریس  . 54 B, ∈ 10M در رابطۀ =ABA A٨٨رياضي (  در این صورت. کنند  صدق می(  
1 (Atr = 1    2 (A توان است– پوچ .  
3 (BAtr( ) ≤ 10    4 (A توان است– خود .  

∋دو ماتریس ناصفر     . 55 nA B, M    در رابطۀ =ABA O  ـ . کننـد    صدق می  ن صـورت   در ای
I BAtr(   )٨٨رياضي (   برابر است با+(

1 (−n  2 (n/− 2  3 (n/2  4 (n  

∋دو ماتریس    . 56 nA B, M  اي هستند کـه        به گونه=tA A   و = −tB B .    کـدام گزینـه
  )٨٩رياضي (  نادرست است؟

1 (p q pA B A متقارن است هرگاه qزوج باشد .  
2 (−AB BAمتقارن است .  
3 (+AB BAپادمتقارن است .  

4 (p q rB A B پادمتقارن است هرگاه p و rزوج باشند .  

∋اگر  .57 mnA M ،∈ npB M و =AB O٨٩رياضي (  ، آنگاه(  
1 (+ >r A r B n( ) ( )  2 (+ ≤r A r B n( ) ( )  
3 (+ <r A r B n( ) ( )  4 (+ ≥r A r B n( ) ( )  

س رتبۀ ماتری . 58
− 

 =  
 − − 

1 1 3
2 0 4
1 3 1

A٨٩رياضي (   برابر است با(  

1 (3  2 (2  3 (1  4 (9  

∋اگر ماتریس  .59 mnA M وارون راست داشته باشد، آنگاه r A(   )٩٠رياضي (   برابر است با(
1 (m    2 (n  
3 (m nmax{ , }    4 (+m n  
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 یکسان باشند، آنگاه رتبۀ مـاتریس        B و   Aاگر تعداد سطرهاي دو ماتریس       .60 
 − 2 5
A B

A B
 

  )٩٠رياضي (  برابر است با
1 (r A r B( ). ( )    2 (+r A r B( ) ( )  
3 (−r A r B( ) ( )    4 (+2 5r A r B( ) ( )  

xض کنیم   فر .61 y{ , = باشد و    ¡2 پایۀ یکامتعامدي براي     { tA xy .     در این صـورتr A(  و  (
2r A(   )٩٠رياضي (   به ترتیب برابرند با(
  1 و 1) 4  0 و 0) 3  0 و 1) 2  1 و 0) 1

∋فرض کنیم  .62 nA B, M .٩١رياضي دكتري (  کدام گزاره نادرست است؟(  
1 (− ≤ 2r AB BA r A r B( ) min{ ( ), ( )}  
2 (− ≤ +r AB BA r A r B( ) ( ) ( )  
3 (− ≤ −r AB r BA r AB BA( ) ( ) ( )  
4 ( n/2r AB BA( )− ≤  

fفرض کنیم    .63 x( ∋اي مشخصۀ ماتریس حقیقی        چندجمله ( nA M  اگـر   .  باشـدA i j( | ) 
 باشد، آنگـاه کـدام گزینـه درسـت          Aام در   jام و ستون    iماتریس حاصل از حذف سطر      

  )٩١رياضي دكتري (  است؟

1 (
n n

i j
f x x xI A i j( ) det( ( | ))

= =
′ = −∑ ∑

1 1
  

2 (
n n

i j
f x xI A i j( ) det( ( | ))

= =
′ = −∑ ∑

1 1
  

3 (
n

j
f x x xI A j j( ) det( ( | ))

=
′ = −∑

1
  

4 (
n

j
f x xI A j j( ) det( ( | ))

=
′ = −∑

1
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ــاتریس  . 64 م =   

2 0
0 7Dــاتریس وارون ــذیر   و م Pپ ∈ 2Mــه ــه گون ــه   ب اي هــستند ک

−= 1A PDP . ین صورت ماتریس    در ا− + 25 3I A A          با کـدام مـاتریس زیـر متـشابه 
  )٩٢رياضي (  است؟

1 (
− 

 − 

3 0
1 33  2 (

− 
  

3 0
1 33  3 ( 

 − 

3 1
0 33  4 ( 

  

3 0
0 33  

∋ماتریس  . 65 nA M در رابطۀ −= 1A A٩٢رياضي (  در این صورت. کند  صدق می(  

1 (I A( )−1
I−) 2  . توان است– خود 2 A توان است– خود .  

3 (−2I A 4  . توان است– خود (+I A توان است– خود .  

≤ فرض کنیم  . 66 2n   و ∈ nA M .             شرط لازم و کافی براي اینکـه بـه ازاي هـر∈ nB M 
ABداشته باشیم  A Btr( ) tr . tr=٩٢رياضي (   آن است که(  

1 (Atr = 0    2 (Atr =2 0  
3 (=A O    4 (A توان باشد– پوچ .  

Aفرض کنیم    .67 ×∈ 5 6M  ،B ×∈ 6 5M   100= وAB O( در این صـورت کـدام گزینـه        . (
  )٩٢رياضي (  نادرست است؟

1 (=4AB O( )  2 (=6BA O( )  3 (= 0BAdet( )  4 (ABtr( ) = 0  

 اگر . 68

 
 
 =
 
 
  

3 2 1
27 9 3 1
8 4 2 1
1 1 1 1

x x x

f x( ) det  

fآنگاه  x(   )٩٢رياضي (   برابر است با(
1 (x x x( )( )( )− − − −2 1 2 3  2 (x x x( )( )( )− − −2 1 2 3  
3 (− − − −2 1 2 3x x x( )( )( )  4 (− − −2 1 2 3x x x( )( )( )  
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 اگر .69

t

t
A

t

t

( )

 
 
 = ∈ 
 
  

4

1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1

¡M  

=و  3r A(   )٩٢رياضي دكتري (   با برابر استt، آنگاه (
1 (1  2 (0  3 (3-  4 (1-  

∋اگر ماتریس  .70 nA M پادمتقارن باشد، آنگاه Aadj ...  ) ٩٢رياضي دكتري(  
  .متقارن است) 1
  .پادمتقارن است) 2
  . زوج باشدn فرد باشد و پادمتقارن است هرگاه nمتقارن است هرگاه ) 3
  . زوج باشدn فرد باشد و متقارن است هرگاه nپادمتقارن است هرگاه ) 4

10× ماتریسی Aفرض کنیم  .71   )٩٢رياضي دكتري (  در این صورت.  باشد1±هاي   با درایه10

1 (A| det93  2 (A| det95  3 (A| det97  4 (A| det92  

≤فرض کنیم    .72 ∈2 nn A( ) M .          هـر  در این صورت شرط لازم و کافی براي اینکه بـه ازاي 
∈ nB M داشته باشیم + = +A B A Bdet( ) det det٩٢دكتري رياضي (   آن است که(  

1 (= 0Adet    2 (=A O  
3 (Atr = 0    4 (A توان باشد– پوچ .  

∋ماتریس حقیقی    .73 nA M  اي است که به ازاي هر ستون           به گونهX    داریـم = 0tX AX .
  )٩٣و آمار رياضي (  در این صورت

1 (= −tA A  2 (=2tA A O  3 (=tA A  4 (=A O  

معادلۀ  .74 =   
2 0 1

0 0X 2 چند جواب درM٩٣علوم كامپيوتر (   دارد؟(  

  بینهایت) 4  2) 3  1) 2  0) 1
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Aاگر دو ماتریس  .75 B, ∈ 10M در رابطۀ =ABA A٩٣دكتري رياضي (   صدق کنند، آنگاه(  
1 (ABtr( )≤ ≤0 10  2 (ABtr( ) = 0  
3 (ABtr( )≤ ≤5 15  4 (ABtr( ) ≥ 10  

=ماتریس سطري حقیقی     .76 1 0 1X a b[ در این صورت پوچی ماتریس     .  مفروض است  [
tX X٩٤رياضي و آمار (   برابر است با(  

1 (4    2 (3  
= هرگاه 2) 3 = 0a b  4 (1 هرگاه = = 1a b  

∋ماتریس حقیقی  .77 nA M2≠اي است که   به گونهA O ،=3A Oو  

−+ = + +1 22I A I A A( )    

  )٩٤علوم كامپيوتر (  در این صورت
1 (= −2 ،= 4  2 (= 2 ،= −4  
3 (= −2 ،= −4  4 (= 2 ،= 4  

Aفرض کنیم ماتریس     .78 ∈ 2M اي باشد که       گونه  به+ = +5A I A Adet ( ) det .  در این
  )٩٤علوم كامپيوتر (   برابر است باAtrصورت 

1 (4  2 (5  3 (6  4 (7  

Aهاي حقیقـی ناصـفر        ماتریس .79 A A, ,..., ∈1 2 20 10M     در رابطـۀ A A A O... =1 2 20 

حداکثر مقدار . کنند صدق می
=
∑
20

1
i

i
r A(   )٩٤دكتري رياضي (   کدام است؟(

1 (50  2 (100  3 (190  4 (199  

Aدو مـاتریس حقیقــی   .80 ∈ 10M و B ∈ 12M اي هـستند کــه    بـه گونــه= 2Adet و 
= 3Bdet . کرونکـــر(اگـــر حاصلـــضرب (= ijA a( = و ( klB b(  بـــه صـــورت (

× = ijA B a B( A× تعریف شود، آنگاه ( Bdet(   )٩٤دكتري رياضي (   برابر است با(

1 (12 102 3.  2 (10 122 3.  3 (106  4 (1012  
  



  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  )2پیوست 

  

  هاي پرسشپاسخ تشریحی 

 اي چهار گزینه



 1اي فصل  هاي چهارگزینه پرسشپاسخ تشریحی 

  .)3(گزینۀ  .1
  . را ببینید88. 1قضیۀ 

  ).4(گزینۀ  .2
  .را ببینید) یک (56. 1مثال 

  ).4(گزینۀ  .3

/که در آن ( را 38. 1تذکر بعد از مثال  = 1 Iاز این گذشته، . ببینید) 2 A I A( )−− = +11
2.  

  ).1(گزینۀ  . 4

rچون   A n( ) ABپذیر است و اگـر دو طـرف            وارون A، پس   = O=       را از چـپ در A−1 
Bبینیم که  ضرب کنیم می O=.  

  ).3(گزینۀ  .5
Aشود که  از فرض مسأله نتیجه می B. =   ، و از این رو1−

t t t t tA B AB B AA B A B A B A A B B( ) ( )+ = + = + = +  
  tA B A B A B. . ( )⇒ + = +  

  A B A B A B⇒ + = − + ⇒ + = 0  

  ).4(گزینۀ  .6
 nدهد کـه   نشان می) یک (56. 1 پادمتقارن است و مثال     Aدهد که     نشان می ) ج (25. 1مثال  

  .زوج است
  ).1(گزینۀ  .7

و از )) پـنج  (12. 6مثـال  ( مقدارهاي آن صفر هـستند    – توان است، همۀ ویژه      – پوچ   Aچون  
Atrاین رو،  =   بنابراین،. 0

I A I A ntr( ) tr tr+ = + =  
  ).4(گزینۀ  .8

nAدانیم که اگر دو ماتریس  می B, ∈ M متشابه باشند، آنگاه A Btr tr=)  چ (92. 1قضیۀ.((  
  ).1(گزینۀ  .9

  .را ببینید) سه (68. 1مثال 
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  ).2(گزینۀ  .10

Aدر این صورت . پذیر باشد وارون Aدر حقیقت فرض کنیم  BA Btr( ) tr−    و از این رو،1=

AB BA A B A BA I n
tr−− = ⇒ − = ⇒ =1 0  

  . تکین استAدهد که  این تناقض نشان می
  ).4(گزینۀ  . 11

  . را ببینید91. 1قضیۀ 
  ).4(گزینۀ  .12

  در حقیقت

B A− −+1 −پذیر  وارون1 −+ ⇒1 1A A B B( +پذیر  وارون( ⇒A Bپذیر  وارون  

  ).2(گزینۀ  . 13
n ی ماتریسAبه طور کلی فرض کنیم       n×هاي قطر اصـلی برابـر     باشد که در آن همۀ درایه

هـا را بـه سـتون اول بیفـزاییم،            ناگر همۀ سـتو   .  هستند bهاي دیگر برابر با        و همۀ درایه   aبا  
aسپس در سـتون اول از        n b( )+ −  برابـر سـتون اول را از        b فـاکتور بگیـریم و سـرانجام         1

  بینیم که هاي دیگر کم کنیم، می ستون

( )nA a n b a bdet ( ) ( ) ( )−= − + − −11 1  

  ).1(گزینۀ  . 14
  .را ببینید) دو (56. 1مثال 

  ).2(گزینۀ  .15
  بینیم که ي سطري مقدماتی میها با استفاده از عمل

A
   
   → →   
      

1 0 1 1 0 1
0 1 3 0 1 3
0 2 6 0 0 0

  

  ).3(گزینۀ  . 16
  .را ببینید) دو (96. 3مثال 

  ).؟(گزینۀ  . 17
Aدهـیم   گیریم و قرار مـی       را در نظر می    1 با رتبۀ    Cماتریس   C= 1

B و 2 C= 1
اکنـون  . 3

  .ست نیستها در بینیم که هیچکدام از گزینه می
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  ).3(گزینۀ  .18
اکنـون کـافی اسـت      . گیـریم   را در نظر می   ) یک (98. 1 در تذکر    F و   Eهاي مقدماتی     ماتریس

  توجه کنیم که

B EA B A E B A F− − − − −= ⇒ = ⇒ =1 1 1 1 1  

  ).1(گزینۀ  .19
  . را ببینید95. 1مثال 

  ).3(گزینۀ  .20

tAبا توجه به  A=   بینیم که  می−
t t nA A A A(adj ) adj adj( ) ( ) adj−= = − = − 11  

  . پادمتقارن استAadj زوج باشد، آنگاه n متقارن و اگر Aadj فرد باشد، آنگاه nپس اگر 
  ).1(گزینۀ  .21

  . است6 و دترمینان دومی برابر با 12−از چپ، دترمینان اولی برابر با 
  ).2(گزینۀ  .22

fبا فرض    t t t( ) = + −2 2 f داریم   2 A O( ) را بـه   ) سـه  (37. 1اکنون کافی است مثال     . =

Aاز این گذشته، داریم . کار ببریم I A− = +1 1
  ).چرا؟ (2

  ).1(گزینۀ  .23

Dدهیم  قرار می A B−=   بینیم که  و می1

cI D( )− A تکین است− cI D( )− − − cAتکین است⇔ B+   تکین است⇔
  c(   ⇔ استD مقدار – ویژه −(

  . مقدار دارد– ویژه n حداکثر Dدانیم که  ولی می
  ).3(گزینۀ  .24

  . را ببینید82. 3قضیۀ 
  ).1(گزینۀ  .25

  .8شمارة مشابه تست 
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  ).4(گزینۀ  .26
ijAبا فرض    badj ( ijدانیم که   می=( jib A=  کـه در آن jiA   همـسازة درایـۀ j i( ,  در (

Aبنابراین،.  است  

b A= = − = −
−23 32
1 4

71 3  

  ).؟(گزینۀ  .27
  .اند ها درست  همۀ گزینه92. 1 و 91. 1هاي  با توجه به قضیه

  ).2(گزینۀ  .28
  .را ببینید) 3 (68. 1مثال 

  ).1(گزینۀ  .29
  .19مشابه تست شمارة 

  ).4(گزینۀ  .30
  . را ببینید4 در پیوست فصل 20فرع 

  ).4(گزینۀ  . 31
  . را ببینید94. 3قضیۀ 

  ).1(گزینۀ  .32
   داریم82. 3با توجه به قضیۀ 

( ) ( )r P r P I P Q r PQ r Q r I P Q Q r PQ( ) ( ( )) ( ) , ( ) ( ( )) ( )= − + = = − + =  

  ).1(گزینۀ  . 33

با فرض 
a b

A
c d

 =   
  بینیم که  می

I A A a d bc ad bcdet( ) det ( )( )+ = + ⇔ + + − = + −1 1 1 1  
  a d⇔ + = 0  

  ).2(گزینۀ  . 34

با توجه به 
x x x

A x x x

x x x

+ 
 = + 
 + 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

1
1

1
  .شود  محاسبه میAdet به آسانی 

xدهیم   قرار می.»روش تستی« x x= = =1 2 3 1.  
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  ).1(گزینۀ  .35

Ctrفرض کنیم    rچون  . = C( ) = Cداریـم   ) چهار (77. 3، بنابر مثال    1 C=2 .  ولـی

آشکارا  = Cپس . 0 O=2.  
  ).1(گزینۀ  . 36

ABدر حقیقت   BAtr( )− = ، در حـالی کـه اثـر مـاتریس طـرف راسـت برابـر اسـت بـا          0
+2 2.  

  ).4( و )3 (هاي گزینه .37

fبا فرض    t t t( ) = − + 25 3  ،f A( f با   ( D(  یعنـی    ( 
  

3 0
0 از سـوي   .  متـشابه اسـت    33

، ماتریس اخیر هم با )الف (31، با توجه به مسألۀ حل شدة دیگر 
  

33 0
0   . متشابه است3

  ).1(گزینۀ  .38
nو با فرض  (94. 3با توجه به قضیۀ  =   داریم) 1

t tr uv r u r v( ) ( ) ( )≥ + − =1 1  
trاز سوي دیگر، روشن است که  uv r u( ) ( )≤ = 1.  

  ).1(ینۀ گز .39
  .را ببینید) دو (56. 1مثال 

  ).4(گزینۀ  .40
  بینیم که  می85. 1با استفاده از قضیۀ 

t n n n
AA n n

( )( )
tr( ) ( ... )

+ +
= + + + =

2
2 2 2 1 2 11 2

6
  

  ).3(گزینۀ  . 41
 20اکنون با توجه به تـست شـمارة         .  زوج است  nبینیم که     می) یک (56. 1با استفاده از مثال     

  .است پادمتقارن Aadjبینیم که  می
  ).1(گزینۀ  .42

  .19مشابه تست شمارة 
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  ).4(گزینۀ  . 43
+ داریم   ¢2زیرا در    (1تواند صفر باشد هم       هر درایۀ قطر اصلی، هم می      =1 1 هـر درایـۀ    ). 0

قطـر   درایۀ 6به این ترتیب براي هر یک از        . 1تواند صفر باشد هم       قطر اصلی نیز هم می    بالاي  

ــالاي آن  ــل  2اصــلی و ب ــابراین، در ک ــم و بن ــت داری 62= حال ــارن  64 ــاد متق ــاتریس پ  م
A ( )∈ 3 2¢Mوجود دارد .  

l هاي متقارن   تعداد ماتریس.تذکرA ( )∈ 3 2¢M 62= نیز برابر است با 64.  
  ).4(گزینۀ  . 44

Adet و Adet زیــرا ( هــر دو، عــدد صــحیح هــستند و حاصلضربــشان برابــر اســت بــا  1−

AA I− Adetپس ). 1= = Adet یا ±1 = 1.  

  ).4(گزینۀ  .45
  .را ببینید) الف (72. 1قضیۀ 

  ).1(گزینۀ  . 46
  . را ببینید113. 1 قضیۀ

  ).3(گزینۀ  . 47
، پـس اثـر     ) را ببینیـد   7تـست شـمارة     ( توان برابر است بـا صـفر         –چون اثر هر ماتریس پوچ      
  .7، یعنی Itrخواسته شده برابر است با 

  ).3(گزینۀ  .48
rکافی است حالت     = ijفـرض کنـیم     .  را در نظر بگیـریم     1 nA a( )= ∈ M  ،kla =  و 

 بـه مـاتریس     Aمعنی ایـن سـخن ایـن اسـت کـه مـاتریس              .  تبدیل کنیم   را به    اینکه  

klB A E( ) = + k یکاي ماتریسی    klEکه در آن     (− l( , اکنـون  . تبدیل شـود )  است(
  کافی است توجه کنیم که

kl klr A r E r B r A r E( ) ( ) ( ) ( ) ( )− ≤ ≤ +  
  یا

r A r B r A( ) ( ) ( )− ≤ ≤ +1 1  
  ).4(گزینۀ  .49

  . را ببینید13تست شمارة 
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  ).2(گزینۀ  .50

nAشود که     از فرض نتیجه می    n(det ) nA یا  2= n /det = چون طرف چـپ برابـري   . 2

nاخیر عددي صحیح است پس یا باید  k= n یا 2 l( )= + 22 1.  
  ).3(گزینۀ  .51

tBماتریس   A A= دهد کـه رابطـۀ        نشان می  85. 1اکنون قضیۀ   .  آشکارا پادمتقارن است   −

B O=2   یا tBB O=   مستلزم B O= بنابراین،  .  استtA A= .      بـدین سـان، گزینـۀ
Aبه صورت ) 3( O=آید که نادرست است  در می.  

  ).2(گزینۀ  .52
  . را ببینید91. 3قضیۀ 

  ).1(گزینۀ  .53
  بینیم که می

AB O r AB r A r AB( ) ( ) ( )≠ ⇒ ≤ ≤ = ⇒ =1 1 1  

  ).3(گزینۀ  .54
nCدانـیم کـه اگـر مـاتریس           مـی ) یک (60. 6بنابر مثال    ∈ M    تـوان باشـد، آنگـاه       – خـود 

C r Ctr (   بینیم که اکنون می. =(

ABA A BA BA BA r BA( ) tr( ) ( )= ⇒ = ⇒ = ≤2 10  

  ).4(گزینۀ  .55
  از سوي دیگر،). 7تست شمارة ( توان برابر است با صفر –دانیم که اثر هر ماتریس پوچ  می

BA I BA ntr( )⇒ + ABA توان- پوچ = O BA O( )= ⇒ = ⇒2  

  ).4(گزینۀ  .56

pدر حقیقت با فرض      q rC B A B= بینـیم کـه        میt r q pC B A B=        و از ایـن رو، رابطـۀ 
tC C=   . برقرار نیست−

  ).2(گزینۀ  .57
  . را ببینید16تست 

  ).2(گزینۀ  .58
  .15مشابه تست 
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  ).1(گزینۀ  .59
  . را ببینید52تست 

  ).2(گزینۀ  .60
  بینیم که هاي سطري مقدماتی می با استفاده از عمل

A B A B A B A O

A B O B O B O B
       → → →       − −       2 5 7  

در ایـن صـورت   .  باشـند B و A به ترتیب تعداد سـطرهاي مـستقل خطـی    s و rفرض کنیم   

ي مستقل خطی ماتریس روشن است که تعداد سطرها
A O

O B
 
  

r برابر است با  s+.  

  ).2(گزینۀ  . 61
rروشن است که  x r y( ) ( )= = nو با فرض  (94. 3بنابراین، با توجه به قضیۀ . 1 =   داریم) 1

t tr x r xy r x r y r A( ) ( ) ( ) ( ) ( )= ≥ ≥ + − = ⇒ =1 1 1 1  

tyه فرض داریم ب ر، با توجهوي دیگاز س x =   پس. 0
t t t tA xy xy x y x y O r A( )( ) ( ) ( )= = = ⇒ =2 2 0  

  ).4(گزینۀ  .62

A  ): 4(مثال نقض براي 
 =   

0 0
1 B و 0

 =   

0 1
0 0.  

  . را به کار ببرید84. 3 و قضیۀ 83. 3هاي دیگر، تذکر  براي درستی گزینه
  ).4(گزینۀ  . 63

ــ ــر دو انـــدیس اگـ ــه ازاي هـ iر بـ j n,≤ ≤1 ،ijf x( ــابعی مـــشتق( ــذیر باشـــد و   تـ پـ

( )ijf x f x( ) det (   شود که ، آنگاه به آسانی دیده می=(

n n n

n n n

n n nn n n nn n n nn

f f f f f f f f f

f f f f f f f f f
f x

f f f f f f f f f

... ... ...

... ... ...
( ) ...

... ... ...

′ ′ ′
′ ′ ′

′ = + + +

′ ′ ′

11 12 1 11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2 21 22 2

1 2 1 2 1 2

M M M M M M M M M
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fاکنون فرض کنیم  x( ijAاي مشخصۀ   چندجمله( a(    باشد، یعنی=(

n

n

n n nn

x a a a

a x a a
f x xI A

a a x a

...

...
( ) det( )

...

− − −
− − −

= − =

− − −

11 12 1

21 22 2

1 2

M M M
  

fاگر مطابق قاعدة قبل از  x(   بینیم که  مشتق بگیریم، می(

n

n

n n nn n n nn

x a a a

a x a a
f x

a a x a a a x a

... ...

... ...
( ) ...

... ...

− − −
− − −

′ = + +

− − − − − −

11 12 1

21 22 2

1 2 1 2

1 0 0
0 1 0

M M M M M M
  

  nnxI M xI M xI Mdet( ) det( ) ... det( )= − + − + + −11 22  
  . استAام در jام و ستون j ماتریس حاصل از حذف سطر jjMکه در آن 

  ).4(گزینۀ  . 64
  . را ببینید37تست 

  ).1(گزینۀ  .65

Aدر حقیقت از فرض  A−= Aشود که   نتیجه می1 I=2،و از این رو   

( )I A I IA A I A( ) ( ) ( )− = − + = −
2

2 21 1 122 4 2  

  ).3(گزینۀ  . 66
Atrدهیم  رار میق = . بنابراین، به ازاي هرnB ∈ Mداریم   

( )AB A B A I Btr( ) (tr ).(tr ) tr ( )= ⇒ − = 0  
Aدهـد کـه     نشان می ) یک (25اکنون مسألۀ حل شدة      I O−  trاگـر از ایـن رابطـه    . =

 که بینیم بگیریم، می = A و از این رو، 0 O=.  
  ).1(گزینۀ  .67

AB توان است و – پوچ ABچون  ∈ 5M داریم 46. 3، پس بنابر مثال AB O( ) =5.  
l چون .تذکر AB توان است، – پوچ ABtr( ) =   نین،همچ. 0

BA B AB A O BA( ) ( ) det( )= = ⇒ =6 5 0  
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  ).4(گزینۀ  .68
aبا فرض    x=1  ،a =2 3  ،a =3 a و   2 =4 مـسألۀ حـل   (، دستور دترمینـان واندرمونـد    1

  .را به کار ببرید) 9و تمرین  17شدة 
  ).3(گزینۀ  .69

A داریم   13 به توضیحات ارائه شده در حل تست         با توجه  t tdet ( ) ( )= − +31 بـه ازاي   . 3
t = rبینیم که   می3− A( ) = 3.  

  ).3(گزینۀ  .70
  . را ببینید20تست 

  ).4(گزینۀ  . 71
بینـیم   یـریم، مـی   فاکتور بگ 2 سطر دیگر بیفزاییم و در هر سطر از عامل           9اگر سطر اول را به      

Aکه  kdet .= 92.  

  ).2(گزینۀ  .72

Bاگر شرط مفروض برقرار باشد، آنگاه با انتخاب          A=  بینـیم کـه        مـیn A A=2  و از   2
Aایــن رو،  = ــا 0 r ی A n( ) ــ. > rاً فــرض کنــیم اتفاق A r( ) = ≥    و اینکــه ســطرهاي1

iR
1

  ،...   ، 
ri

R   در A    بردارهـاي   .  استقلال خطی داشته باشندr +1  ،...   ، n     متعلـق بـه 

nKکنیم که مجموعۀ  را طوري اختیار می  

ri i r nR R{ ,..., , ,..., } +1 1  

rاکنـون   .  بـشود  nKاي بـراي      پایه +1  ،...   ، n      گـر    را بـه سـطرهاي دیA  افـزاییم و    مـی
Aمــاتریس . نــامیم  مــیBمــاتریس حاصــل را  B+پــذیر اســت و از ایــن رو،   آشــکارا وارون

A B+ ≠ Aاز سوي دیگر، داریم     . 0 B+ = rدهد که فـرض       این نشان می  . 0 A( ) ≥ 1 
rبنابراین، باید . کشاند ض میما را به تناق A( ) = A یا 0 O=.  

  ).1(گزینۀ  .73
  .را ببینید) ج (25. 1مثال 
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  ).1(گزینۀ  . 74

Xبینیم که     با توجه به فرض می     O=4 .   پس ماتریسX    چـون   .  تـوان اسـت    – پـوچX ∈ 2M ،

Xد بای O=22بدین سان، معادلۀ مفروض در .  و این هم تناقض استMجواب ندارد .  
  ).1(گزینۀ  .75

  . را ببینید54تست 
  ).1(گزینۀ  .76

trاز یک سو داریم  X X r X( ) ( )≤ =    و از سوي دیگر،1
t t tr X X X X O X X a b( ) tr( )= ⇒ = ⇒ = ⇒ + + =2 20 0 2 0  

trدهد که   میاین تناقض نشان X X( ) ≥ trپس . 1 X X( ) =   سرانجام،. 1
t tn X X r X X( ) ( )= − =5 4  

  ).1(گزینۀ  .77
A   پس  .  است 3 توانی   – توان با مرتبۀ پوچ      – پوچB A= اکنـون بـا    .  نیـز چنـین اسـت      2−

  بینیم که می) ج (43. 1استفاده از مثال 

I A I B I B B I A A( ) ( )− −+ = − = + + = − +1 1 2 22 2 4  
  I A A I A A ,   ⇒ + + = − + ⇒ = − =2 22 4 2 4  

  ).1(گزینۀ  .78

با فرض 
a b

A
c d

 =   
  بینیم که  می

a b
ad bc a d

c d
( )

+
⇒ = + − ⇒ + =

+
1

5    فرض مسأله41

l حل کنید» اي مشخصه مفهوم چندجمله« این تست را با استفاده از .تمرین.  
  ).3(گزینۀ  .79

  هدانیم ک  می94. 3بنابر قضیۀ 

nA B r AB r A r B n, ( ) ( ) ( )∈ ⇒ ≥ + −M  
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 )1395اي کارشناسی ارشد ریاضی و آمار ( هاي چهارگزینه موعۀ پرسشمج

 هاي مقدماتی تجزیه کرد؟ توان به حاصلضربی از ماتریس کدام ماتریس زیر را می .1

1( 
 
 
 
  

0 0 3
0 3 0
1 2 3

    2( 
 
  
  

1 2 0
1 1 0

2 0 0
  

3( 
 

  
  

1 2 1
3 4 2
2 4 2

    4 (
 

 
 
  

2 3 1
1 0 0
1 0 0

   

معادلۀ  .2      
2 2 1 1

2 1 0XY YXY Y X  چند جفت جوابX Y( ,  دارد؟ 2Mدر  (

  نهایت ) بی4  2) 3  1) 2  ) صفر1

 رتبۀ عملگر خطی .3

tT TA A A: ,  4 4M M 

 کدام است؟

1 (4  2 (6  3 (8  4 (10  

4. A ی ماتریس10 rاست که یک زیر ماتریس صفر  10 s دارد. کدام گزینه درست است؟ 

) اگر 1  9r s آنگاه ، 0Adet.  2 اگر (  10r s آنگاه ، 0Adet.  
گر ا) 3  11r s آنگاه ، 0detA.  4 ( اگر  10r s آنگاه ، 0Adet.  

Aماتریس  .5 ( ) 3 M اي است که  گونه به 1Adet  وA Atr tr  1 صورت  . در این0
 کدام گزاره درست است؟

1 (2A I     2 ( 2A A I پذیر نیست. وارون  

3 ( 3A A I     4 (A
 
   
  

0 1 1
1 0 1
1 1 0

   

20یک ماتریس  Aفرض کنیم  .6 هاي  ایهرصفرند و د هاي قطر اصلی آن همگی باشد که درایه 20
 هستند. در این صورت - 1و  1دیگرش همگی 

1 ( 9r A( )   2 ( 10r A( )  3 ( 19r A( )   4 ( 20r A( )   
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ریس رتبۀ مات .1
a a

A b a

b b b

 
   
  

0
 تواند باشد؟ کدام عدد نمی 0

1 (0  2 (1  3 (2  4 (3  

Aماتریس ناصفر  .2 2M  در رابطۀA  2 کند. اگر  صدق می c  آنگاه کدام گـزاره در ،
cI  ةربا Adet(  درست است؟نا (

2برابر است با ) 1 1c.  2 ( 2برابر است باc.  

cبرابر است با ) 3
I Atr( )

2

2
cبرابر است با ) 4  .

I Atr( )
2

2
.  

 شدنی است؟ –قطري  متمایز باشند، آنگاه کدام ماتریس زیر بر  cو  a ،bاگر سه عدد حقیقی  .3

1 (
 
 
 
  

0 0
0

a

b a

c b a

     2 (a

c b

 
 
 
  

1 0 0
1 0

1
  

3 (a

c b

 
 
 
  

0 0 0
0 0

0
     4 (

a

b

c

 
 
 
  

0 0
1 0
1 1

   

 ، دستگاهbو  aتحت کدام شرط بر  .4

   
      
      

1 1 1 3
3 3

2 2 7
b b X b

a

   

 بینهایت جواب دارد؟

1 ( 2a ، 3b     2 ( 2a ، 3b   
3 ( 2a ، 3b     4 ( 2a ، 3b   
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Aماتریس حقیقی  .5 2M اي است که  گونه بهA I  و3A I در این صورت .Atr   برابـر
 است با

1( 1-  2( 0  3 (1  4 (2  

سـت  به د Aام jام و iاز تعویض سطرهاي  Bپذیر و ماتریس  وارون Aفرض کنیم ماتریس مربعی  .6
 آمده باشد. کدام گزاره درست است؟

1 (1B  از تعویض سطرهايi ام وj امA آید. به دست می  

2 (1B  از تعویض سطرهايi ام وj ام1A آید. به دست می  

3 (1B ي ها از تعویض ستونi ام وj امA آید. به دست می  

4 (1B هاي  از تعویض ستونi ام وj ام1A آید. به دست می  
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 بعد زیرفضاي برداري تولید شده به وسیلۀ  .1

        
                

1 5 1 1 2 4 0 6
4 2 1 5 5 7 3 3, , ,  

 ؟کدام است

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

باشند. در ایـن صـورت بعـد     5دو زیرفضاي برداري چهار بعدي متمایز در  Vو  Uفرض کنیم  .2
U V برابر است با 

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

 با کدام شرط زیر، دستگاه .3

     
          
          

1

2

3

2 4 2
6 3 3
0 5 1

x a

x b

x c

  

 جواب دارد؟

1 ( 2b a c   2 ( 2b a c   3 ( 3b c a( )   4 ( 3b c a( )   

باشد. همچنین، فرض کنـیم   2  با مشخصۀ بعدي بر هیأت  nیک فضاي برداري  Vفرض کنیم  .4
Tعملگر خطی  V V: اي باشد که  به گونه2T I  اگـر .   W v V Tv v: ،

 درست است؟ Wdimآنگاه کدام گزینه براي 

1 (
2
n

Wdim    2 (
2
n

Wdim  

3 ( 1W ndim  4 (W ndim  

دترمینان ماتریس  .5

 
  

 
  

1 2 1 1
2 1 2 1
1 1 1 2
2 1 2 1

 برابر است با 

1 (30-  2 (0  3 (30  4 (48-  
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Aباشد که هر  nMآن زیرفضایی از  Wفرض کنیم  .6 W متقارن است و اینکه 

A
n n

nC t t a t a t a( ) ...
    2

2 1 0  

 برابر است با Wdimدر این صورت 

1 ( 21
4

n( )  2 ( 2
4

n n( )  3 (1
2

n n( )  4 ( 1 2
2

n n( )( )  

Vفضاي برداري  .7  2 2   2بر  و زیرفضاي برداريW V دهیم اند. قرار می مفروض 

aبه ازاي هر { b W( , )  داریمW a b aa bb{( , ) :     0  
 کدام گزاره درست است؟

1 (   0W W.  2 (  2W Wdim dim.  
3 (W  زیرفضاي برداريV .همواره ) 4  نیست W W.  

توان  –دو ماتریس خود  .8 nA B, M اي هستند که  به گونهA B  توان است.  –نیز خود
 در این صورت

1 (ABtr( )  0    2 (A Btr tr  
3 (I A  4  توان است. –خود ( I A B  توان است. –خود  

اگر  .9   1394 2 0W f P f: (  برابر است با Wdim، آنگاه (

1 (1392  2 (1393  3 (1394  4 (1395  

Uاي هستند که  گونه به nدر  Vو  Uدو زیرفضاي برداري  .10 V  وV U  در این صـورت .
Lکدام گزینه نادرست است؟ ( A(  Aزیرفضاي برداري تولید شـده بـه وسـیلۀ زیرمجموعـۀ      (

 است.)

1 ( L U V U V( )  2 ( L U V U V( )  
3 (  L U V U V( )  4 (L U V U( \ )  

 ، را مجهز به دو عملمجموعۀ عددهاي حقیقی مثبت،  .11

rx y xy r rx x, ,     
  گیریم. در این صورت  در نظر می

  فضایی برداري نیست.) 2  یک فضاي برداري یک بعدي است. )1
  بعد است. –یک فضاي برداري نامتناهی ) 4  یک فضاي برداري دو بعدي است.) 3
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اگر  .12 nA M  و3A Aآنگاه کدام گزینه نادرست است؟ ، 

1 (r A A( ) tr 2    2 (A A(tr ) (tr )2 2 2  

3 (A A(tr ) (tr )2 2 4 2  4 (r A A( ) tr3 2  

Aماتریس  .13 7M اي است که  گونه به 3 25 6A A A  وAtr  r. در این صورت 8 A( ) 
 برابر است با

1 (2  2 (3  3 (4  4 (5  

14. A  ماتریسی10  - 1هاي دیگر آن همگـی   ایهرو د 1هاي قطر اصلی آن همگی  است که درایه 10
 برابر است با 1Aهاي  ایهرهستند. در این صورت مجموع د

1 (3
2

  2 (1  3 (5
4

  4 (3
4

  

 فرض کنیم   .15

 
 
 

  
 
 
  

1394 1 2 4
4 1395 9 5

7 3 1396 96
13 97 3 1397

A  

 در این صورت

1 (A  2  مقدار آن است. –ویژه  1تکین و (A مقدار آن است. –ویژه  1پذیر و  وارون  
3 (A  4  مقدار آن نیست. –ویژه  1تکین و (A ست.مقدار آن نی –ویژه  1پذیر و  وارون  
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پوچی ماتریس  .1
 
   
  

2 0 2 2
0 3 3 3
1 1 2 2

A کدام است؟ 

1 (0  2 (1  3 (2  4 (3  

باشند. در ایـن   Vبعدي  6بعدي متمایز فضاي برداري  4دو زیرفضاي برداري  Wو  Uفرض کنیم  .2
Uصورت بعد  W  است بابرابر 

  3یا  2یا  1) 4  4یا  3) 3  3یا  2) 2  2یا  1) 1

Vاگر  .3  2 3M M  باشد، آنگاهVdim برابر است با 

1 (5  2 (6  3 (13  4 (36  

 اي مینیمال درجۀ چندجمله .4

 
 
 
 
 
 

2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 5

A  

 کدام است؟

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

1، بردار bدار به ازاي کدام مق .5 2 0 5( , , ,  در فضاي تولید شده به وسیلۀ بردارهاي   (

   1 1 3 2 10 1 1 1 1 1b( , , , ) , ( , , , ) , ( , , , )  

 قرار دارد؟

1 ( 1b    2 ( 3b  
3 ( 2b    4 ( چنینb.اي وجود ندارد  

Aاگر ماتریس  .6 3M اي باشد که  به گونه 1Adet  وA Atr tr  1  ، آنگاه  0

1 (2A I    2 (4A I  

3 ( 1A A I    4 (3A I  



  مبانی جبر خطی   506

ــاهی   .7 ــرداري متن ــاي ب ــد  –فض ــی   Vبع ــر خط Tو عملگ V V: ــروض ــد   مف ــد. بع ان
T T VKer (  کدام است؟ (

1 ( 2T V T Vdim ( ) dim ( )  2 (2T Vdim ( )  

3 ( 3T V T Vdim ( ) dim ( )  4 ( 2 3T V T V T Vdim ( ) dim ( ) ( )  

 رتبۀ تبدیل خطی .8

   2 3 02 3 x
T P P Tf x f x f t dt: , ( )( ) ( ) ( )  

 کدام است؟

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

Bهاي ماتریس  فرض کنیم همۀ درایه .9  3M  ماتریس بلوکی  .1برابر باشند با    

I B
A

O B
 

بینیم که  گیریم و می را در نظر می 
  
 

4
4

I C
A

O B
 ابر است بابر C. در این صورت 

1 (40B  2 (80B  3 (242B  4 (121B  

Aدو ماتریس ناصفر  .10 B,  3M اي هستند که  گونه بهAB BA  در این صورت ، 

1 (A  2    2 (A پذیر است. وارون  
3 (Atr  0    4 (AB .تکین است  

Aدر رابطۀ  Aاگر ماتریس مربعی  .11 I3 صدق کند، آنگاه کدام ماتریس زیر ممکن است تکین  2
 باشد؟

1 (A I  2 (A I 2  3 (A A I 2 2 2  4 (A A 32 2  

 بردارهاي ماتریس –بعد زیرفضاي برداري تولید شده به وسیلۀ ویژه  .12

 
 
 
 
 
 

1 1 0 0
2 2 0 0
0 0 3 0
0 0 5 5

A  
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 برابر است با

1 (1  2 (2  3 (3  4 (4  

Aماتریس  .13 7M اي است که  گونه به 3 25 6A A A  وAtr  r. در این صورت 8 A( ) 
 برابر است با

1 (2  2 (3  3 (4  4 (5  

14. A  ماتریسی8  1همگـی  هاي دیگر آن  و درایه 1هاي قطر اصلی آن همگی  است که درایه 8
 برابر است با 1Aهاي  هستند. در این صورت مجموع درایه

1 (3
4

  2 (3
4

  3 (4
3

  4 (4
3

  

 فرض کنیم .15

 
 
 

  
 
 
  

1394 1 2 4
4 1395 9 5

7 3 1396 96
13 97 3 1397

A  

 در این صورت

1 (A  2  مقدار آن است. –ویژه  1تکین و (A مقدار آن است. –ویژه  1پذیر و  وارون  
3 (A  4  مقدار آن نیست. –ویژه  1تکین و (A مقدار آن نیست. –ویژه  1پذیر و  وارون  
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  هاي پرسشپاسخ تشریحی 

 1395سال  اي چهارگزینه



  



 )1395اي کارشناسی ارشد ریاضی و آمار ( هاي چهارگزینه پرسشپاسخ تشریحی 

  ).1گزینۀ ( .1
  ).109.1پذیر است (قضیه  کافی است توجه کنیم که این ماتریسی وارون

  ).1گزینۀ ( .2
  بنامیم، آنگاه Aدر حقیقت اگر ماتریس طرف چپ رابطۀ مفروض را 

A XY XY Xtr tr( ) tr(Y ) tr(Y )  2 22     
XY XY XYtr( ) tr( ) tr( )   2 2 22 0  

  .  -1درحالی که اثر ماتریس طرف راست برابر است با 
  ).4گزینۀ ( .3

  (یک) داریم 11.4بنابر مثال 

B متقارنT BIm :  4M   
  دهد که (پنج) نشان می 50.3اکنون مثال 

  
4 5 10
2

r t T
.

( ) dim Im   

  ).3گزینۀ ( .4
قرار دارد (چـرا؟).   Aکرد که این زیرماتریس صفر در گوشۀ چپ بالاي  توان فرض همواره می
از برابري   11r s شود که  نتیجه می 6r  یا 6s    (چرا؟). فـرض کنـیم 6r  وr 
r کهادر این وضع، هر ماتریس گیریم. د را در نظر می Aسطر اول  r  مانندM  که با این

r دستور تعمـیم یافتـۀ   65.1شود داراي دترمینان صفر است. اکنون قضیۀ  سطر ساخته می)  
دهد که  لاپلاس) نشان می 0Adet.  

  ).2زینۀ (گ .5

A  با توجه به رابطۀ A
A
adj

det
 1 Aداریم  1 Aadj 1 پس .Atr adj  . اکنـون  0

  دهند که همیلتون نشان می –(دو) و قضیۀ کیلی  12.6مثال 

AC t t A t A t A( ) (tr ) (tr adj ) det   3 2  

t A I A I A A I( )( )           3 3 21
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اگر  2A A I پذیر باشد، آنگاه  وارونA I    یاA I ،در نتیجه .Atr  و  3
  این هم خلاف فرض است.

  ).4گزینۀ ( .6
  عمل کنیم، آنگاه » 2به پیمانۀ «اگر 

A B

 
 
 

  
 
 
  

2

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1

1 1 1 0








  

داریم  1در فصل  13اکنون با استفاده از تست  1Bdetپس .  

A B A Adet det det det    
2 2

1 0  
و این هم دقیقاً یعنی  20r(A) .  
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 )1395اي کارشناسی ارشد علوم کامپیوتر ( هاي چهارگزینه پاسخ تشریحی پرسش

در حقیقت با توجه به  ).2گزینۀ ( .1 2A a bdet بینیم که می  
a b

a b
r A

a b

a b

,

,
( )

,

,

 
     
  

0 0 0
2 0 0
2 0 0
3 0 0

  

  ).1گزینۀ ( .2
  (پنچ) داریم   12.6توان است، بنابر مثال  –پوچ  Aچون 

AtI A C t t cI A cdet( ) ( ) det( )     2 2  
  ).4گزینۀ ( .3

، aهاي قطر اصلی، یعنی  اند از درایه مقدارهاي آن عبارت –چون این ماتریسی مثلثی است پس ویژه 
b  وc(چهار)). 53.6شدنی است (مثال  –تمایزند، ماتریس مفروض قطري . چون این سه عدد م  

  ).3گزینۀ ( .4
Xبا فرض  x x x( , , ) 1 2   و با استفاده از روش حذفی گاوس دستگاه مفروض به صورت 3

x x x

b x

a x

( )

( )

  
  
  

1 2 3

2

3

1
3 0

2 1
  

آید. نخست روشن است که باید  در می 2aبا فرض . از سوي دیگر ، 3b ،2x   متغیـري
  شود و از این رو، دستگاه بینهایت جواب خواهد داشت. آزاد می

  ).1گزینۀ ( .5

در حقیقت، با فرض  3 1f t t(   بینیم که می (

  Af A p t f t t t t( ) ( ) ( ) ( )( )       21   فرض مسأله 1

Aچــون  I  پــسAp t t( )   Apرو،  و از ایــن 1 t t t( )  2 . چــون 1 2 1t t 
Apناپذیر است داریم  تحویل t t t( )   2 A. با توجه به 1 2M گیـریم کـه    نتیجه می

AC t t t( )   2 Atrرو،  از این و 1  1.  

  است. 1در فصل  18این همان تست شمارة        ).4گزینۀ ( .6
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 )1395اي دکتري ریاضی ( هاي چهارگزینه پاسخ تشریحی پرسش

  ).2گزینۀ ( .1
یعنی  2Mاگر پایۀ متعارف  11 12 21 22B E E E E{ , , , یسی ساخته را که از یکاهاي ماتر {

شده است در نظر بگیریم، آنگاه ماتریس مختصـات بردارهـاي مفـروض نسـبت بـه ایـن پایـه        
  عبارت است از

A

 
   
   
 
 

1 1 2 0
5 1 4 6
4 1 5 3

2 5 7 3

  

  بینیم که مقدماتی می –هاي سطري  اکنون با استفاده از عمل
  2r A(   بعد مورد نظر (

  ).3گزینۀ ( .2
  .3در پایان فصل  15 درست مانند مسألۀ حل شدة

  ).4گزینۀ ( .3
AXاگر دستگاه مفـروض را بـه صـورت     B      85.3  بنویسـیم، آنگـاه بـا اسـتفاده از قضـیۀ 

  دانیم که  می
 r A B r A( | ) ( AXدستگاه ( B جواب دارد  

بینیم که ماتریس افزوده تبدیل  دماتی میمق –هاي سطري  از سوي دیگر، با به کارگیري عمل
  شود به می

a

b

b

a

a c

 
 

  
 

   

2

3

3

1 2 1
0 5 1
0 0 0

  

بنابراین،  2r A( r. پس براي تحقق شرط ( A B r A( | ) ( baباید  ( c  3 یا  0
 3b a c( ).  

  ).1گزینۀ ( .4
، پس 2برابر است با  در حقیقت، چون مشخصۀ  I I رو، و از این  

       2 2T I T I T I O T I O( )( ) ( )   
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دهد که  نشان می 4(الف) در پایان فصل  21اکنون مسألۀ حل شدة  
2
n

r T I( . از (

Wسوي دیگر، روشن است که  T IKer ( ) بینیم  . بنابراین، با توجه به قضیۀ رتبه می
  که

T I T I n W r T I ndimKer( ) dim Im( ) dim ( )         

   
2 2
n n

W ndim   

  ).4گزینۀ ( .5
  بینیم که مقدماتی می –هاي سطري  با استفاده از عمل

  


 

 
  






1 2 1 1
3 4 30 3 4 3
3 0 30 3 0 3

5 4 10 5 4 1

  دترمینان مورد نظر 

  .      


12 8 0 12 8 1 2
12 12 0 12 4 4812 12 1 3
5 4 1

  

  ).4گزینۀ ( .6
Aت که به ازاي هر روشن اس W  داریمAtr    . پس اگر قرار دهیم0

  nA G A A, : tr   0M متقارن  nF A :M  
آنگاه  W F Gدانیم که (یک) می 28.4(پنج) و  50.3هاي  . با توجه به مثال  


  21 1

2
n n

F G n
( )

dim , dim  

مجموع یک ماتریس متقارن و یک ماتریس پاد متقارن است.  nAMاز سوي دیگر، هر 
nچون اثر ماتریس دوم برابر است با صفر، پس  F G M رو،  و از این

  2F G ndim(   . اکنون رابطۀ (

    F G F G F Gdim( ) dim dim dim( )   

دهد که  نشان می  1 2
2

n nW ( )( )dim.  
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  ).2گزینۀ ( .7
V  رو، با فرض  اند) و از این زیرفضاي برداري دارد (که در زیر فهرست شده 5فقط0 0 0( , ) ،  

  

W W V

W W

W W W W

W W W

W V W

{ }

{ ,( , )} { ,( , )}

{ , ( , )} { ,( , )} dim dim

{ ,( , )}

{ }

   
         
   

   

0
0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 1 0 2
0 1 1

0

  

  ).1گزینۀ ( .8
  بینیم که می

          2 2 2A B A B A B AB BA A B( )  
    AB BA O  

  AB AB
tr
tr( ) tr( )   2 0 0  

  ).3گزینۀ ( .9
1394دانیم که  می 1395Pdim از سوي دیگر، تابع .  

 1394 2T P Tf f: , ( )  

Wآشکارا فرمی خطی اسـت و اینکـه    fKer     (یـک)   28.4. اکنـون بـا اسـتفاده از مثـال
  بینیم که می

Wdim   1395 1 1394  
 .را نیز ببینید. 3در فصل  32تست شمارة  تذکر  

  ).3گزینۀ ( .10
روشن است که  0 U V پس .U V توانـد بـا    رو، نمـی  زیرفضاي برداري نیست و از این

LUزیرفضاي برداري  V(   برابر باشد. (
 .را ببینید. 14.3هاي دیگر، مثال  براي درستی گزینه تذکر  

  ).1گزینۀ ( .11
  را ببینید. 3در پایان فصل  11و  3هاي حل شدة  مسأله
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  ).2گزینۀ ( .12

fبـا فــرض   t t t( )  3  داریــمf A O( Apرو،  و از ایـن  ( t f t( ) (  –قطــري  A. پــس (
}مقدارهاي آن متعلق به مجموعۀ  –شدنی است و ویژه  , , }1 0 هسـتند. از سـوي دیگـر،     1

  متشابه باشد، آنگاه Bبا ماتریس قطري  Aاگر 
r  بر قطر اصلی  -1و  1درایۀB  قرار دارند r A r( )  

  k kr A r A A B r( ) ( ) , tr( ) tr( )   2 2  
  ) درست هستند.4) و (3)، (1هاي ( شود که گزینه نتیجه میاکنون به آسانی 

 ) 2مثال نقض براي گزینۀ    :(A diag ( , , , ..., ) 1 1 0 0  

  ).3و  2( هاي گزینه .13

فرض کنیم   3 25 6f t t t t( f. در این صورت ( A O(   رو، و از این (

Ap t f t t t t( ) ( ) ( )( )  2 3  
 –قطري است. ویژه  Aتوانیم فرض کنیم که  شدنی است و در ادامه می –ري قط Aپس 

}متعلق به مجموعۀ  Aمقدارهاي  , , }0 2 Atrهستند. اکنون با توجه به فرض  3  فقط  8
  داریم: Aحالت براي  2

A Adiag( , , , , , , ) , diag( , , , , , , ) 2 2 2 2 0 0 0 2 3 3 0 0 0 0  
بنابراین،  4r A( یا  ( 3r A( ).  
 .اگر فرض  تذکرAtr  را بپذیریم، آنگاه  7 3r A(   (چرا؟). (

  ).3گزینۀ ( .14
10ماتریسی  Bفرض کنیم    ند. در این صورتهست 1هاي آن  باشد که همۀ درایه 10

BA B I r B p t t t, ( ) , ( )    22 1 10  
  (هشت)). پس 37.6(مثال 

A Bp t p t t t( ) ( )    22 6 16  
  رو، و از این

Ap A O A A I O( )     2 6 16  

  
1 6

16
A A I I( ( ))  

  1 1 6
16

A A I( )  
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هاي  اکنون با توجه به اینکه مجموع درایه 6A I  (چرا؟) داریم -20برابر است  

     
1 520

16 4
.(   1Aهاي  مجموع درایه (

  ).4گزینۀ ( .15
Aو  Aدر حقیقت  I 2در پایـان فصـل    7حـل شـدة     هر دو در شرط ارائه شده در مسألۀ 

  دانیم که سوي دیگر، میپذیرند. از  کنند. پس هر دوي آنها وارون صدق می
A I پذیر است  وارون   مقدار  –ویژهA نیست  
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 )1395اي دکتري علوم کامپیوتر ( هاي چهارگزینه پاسخ تشریحی پرسش

  ).3گزینۀ ( .1
rنیم که بی مقدماتی می –هاي سطري  با استفاده از عمل A( )  . از سوي دیگر، با اسـتفاده  2

nبرابر است با  mnAMدانیم که پوچی هر  ) می80.3رتبه (قضیۀ   از قضیۀ r A( ).  
  ).2گزینۀ ( .2

  را ببینید. 3در پایان فصل  15مسالۀ حل شدة 
  ).3گزینۀ ( .3

dimدانیم که  می 2 4M  وdim 3 9M بینـیم   مـی  122.3. اکنون با استفاده از قضیۀ
  که

Vdim dim dim  2 3 13M M   
  ).3گزینۀ ( .4

  اگر قرار دهیم

,
          1 2
2 1 2 0
0 2 0 5M M   

دانیم که  آنگاه می
M
p t t( ) ( ) 

1
و  22

M
p t t t( ) ( )( )  

2
2 . اکنـون بـا اسـتفاده از    5

  (نه) داریم   37.6مثال 

A M M
p t p t p t t t( ) ( ) , ( ) ( ) ( )     1 2

22 5   

Apرو،  و از این tdeg ( )  3.  
  ).؟گزینۀ ( .5

  عمل کنیم باید ماتریس 3در فصل  1اگر مانند تست شمارة 

A

   
 
 

 
 
 

1 1 1 1
2 1 0 2
0 3 1 0
5 2 1 5

  

Adetتکین باشد. از حل معادلۀ   bبینیم که  می 0   7
هـا وجـود    و این هم در گزینـه  2

  ندارد.
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  ).4گزینۀ ( .6
  را ببینید. 6در پایان فصل  18مسالۀ حل شدة 

  ).1گزینۀ ( .7
  باشد و تبدیل خطی Vیک زیرفضاي برداري دلخواه  Wبه طور کلی اگر 

S W V Sx Tx: .    
  ، را در نظر بگیریم، آنگاه روشن است کهWبه  Tیعنی تحدید 

S T W SW T WKer Ker , ( ) ( )   
  بنابراین،

  KerS S W W T W T W Wdim dim ( ) dim dim(Ker ) dim ( ) dim      
Wپس در حالت خاص، به ازاي  T V( ) نیم کهبی می  

T T V T V T Vdim(Ker ( )) dim ( ) dim ( )  2  
  ).3گزینۀ ( .8

Bمتعارف   پایۀ x x{ , , } ایـن سـه    Tبینـیم کـه    گیریم و می را در نظر می P2براي  21
  اي را به  چندجمله

x x x x, , 2 333 2 4
2

  

Tاند و  ا مستقل خطیکند. چون اینه تبدیل می P( اي بـراي   کننـد، پـس پایـه    را تولید می 2(
T P(   رو، سازند و از این می 2(

r T T P( ) dim ( ) 2 3  
 .را نیز ببینید. 4در فصل  83تست شمارة  تذکر  

  ).1گزینۀ ( .9

rچون  B( )  37.، مثال 1 Bpدهد که  (هشت) نشان می 6 t t t( )  2 . پس با توجه به 3

Bp B( )    داریمB B2   بینیم که . اکنون می3

  I B I B B
A A

O B O B

              

2
2

2  

I BI B B B B
A C B

O BO B

               
    

2 3 4
4

44
40

40  
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  ).4گزینۀ ( .10
  بینیم که می

  AB BA O AB BA      

  AB BA AB
det

det( ) det( ) det( )      
  ABdet( )  0  

  ).4گزینۀ ( .11

fبا فرض  t t( )  3 fبینیم که  می 2 A O( )  رو،   و از این  

Ap t f t t g t( ) ( ) ( ) ( )  3 2  

3بنابراین، ممکن است  Aباشد. در این وضع  Aمقدار  –یک ویژه  2 I 3 و در نتیجـه،   2
  ماتریس

A A I A A( )  23 32 2  
  تکین خواهد بود.

  ).4گزینۀ ( .12
  اگر قرار دهیم

M M,
          1 2
1 1 3 0
2 2 5 5   

Mpدانیم که  آنگاه می t t t( ) ( ) 
1

Mpو  3 t t t( ) ( )( )  
2

3 اکنون با اسـتفاده از   .5
  (نه) داریم 37.6مثال 

A M M
p t p t p t t t t( ) ( ) , ( ) ( )( )     1 2

3 5  

اي بـراي   پایـه  Aبردارهـاي   –). در نتیجه، ویـژه  59.6  قطري شدنی است (قضیۀ Aبنابراین، 
4 56.6سازند (قضیۀ  می.(  

  ).3و  2( هاي هگزین .13
  ) است.1395اي دکتري ریاضی ( ار گزینههاي چه در پرسش 13تست شماره این همان 

  ).3گزینۀ ( .14
8ماتریسی  Bفرض کنیم    هستند. در این صورت 1هاي آن  باشد که همۀ درایه 8

BA B I r B p t t t, ( ) , ( ) ( )    2 1 8   
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  (هشت)). پس 37.6مثال (

A Bp t p t t t( ) ( )    22 4 12   
  و،ر و از این

Ap A O A A I O( )     2 4 12  

 A A I I( )  
1 4

12
  

A A I( )  1 1 4
12

  

Aهاي  اکنون با توجه به اینکه مجموع درایه I   ؟) داریم(چرا 16برابر است با  4

.( )


  
1 416

12 3
  A1هاي  مجموع درایه 

  ).4گزینۀ ( .15
  ) است.1395اي دکتري ریاضی ( هاي چهار گزینه در پرسش 15  این همان تست شمارة



 )1396دکتري ریاضی (جبر خطی اي  هاي چهارگزینه موعۀ پرسشمج

4ماتریسی  Aفرض کنیم  .1 5ماتریسی  Bو  4با رتبۀ  5 باشـد. کـدام گزینـه     3بـا رتبـۀ    4
 درست است؟

  . BAپذیر است نه  وارون AB) نه 1
  . BAپذیر است هم  وارون AB) هم 2
3( BA پذیر است ولی  وارونAB پذیر نیست. الزاماً وارون  
4 (AB پذیر است ولی  وارونBA پذیر نیست. الزاماً وارون  

Aاگر ماتریس  .2 ( ) 3 M  در رابطۀA A I   2 4 کـدام یـک از    Atrصدق کنـد،   3
 ؟تواند باشد هاي زیر نمی گزینه

1 (1-  2 (3-  3 (5-  4 (7-  

Aماتریس  .3 ( ) 5 M  در رابطۀA A I   2 مقدارهاي  –کند و داراي ویژه  صدق می 4

a1 ،  ،a5  است. در این صورت مقدار i
ii

a
a




5

1

 برابر است با 1

1 (4  2 (20-  3 (20  4 (4-  

4. A  ماتریسی1395 هـاي دیگـر آن    هاي قطري آن همگی صـفر و درایـه   است که درایه 1395
 پذیر است؟ بر هیأتی چندعضوي وارون Aهستند.  1همگی 

1 (4  2 (9  3 (17  4 (41  

Aشـدنی   –ریس قطري براي دو مات 7مقدار مرتبۀ  –یک ویژه  2عدد  .5 B, ( ) 10 M   .اسـت
Aرتبۀ ماتریس  B حداکثر چند است؟ 

1 (9  2 (8  3 (7  4 (6  

 فرض کنیم .6

A r A B r B( ) , ( ) , ( ) , ( )    5 4 3 43 2 M M  
Xدر این صورت  AXBdim{ ( ) : }  4 3 M برابر است با 

1 (2  2 (4  3 (6  4 (8  
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 )1396اي جبر خطی (دکتري ریاضی  چهارگزینه هاي پاسخ تشریحی پرسش

  ).1گزینۀ ( .1
ABتکین است زیـرا   ABدر حقیقت،   4M   ولـیr AB( )  تکـین   BA. همچنـین،  3

BAاست زیرا  5M  ولیr AB( )  3.  
  ).1گزینۀ ( .2

fدر حقیقت، با فرض  t t t( )   2 4   بینیم که می 3

Af A p t t t( ) ( ) | ( )( )    3 1  
  شدنی است و از این رو، –قطري  Aپس 

  A A

t
t

t
p t t C t

t tt t
t t

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )( )( )
( )( )

 
     

    
 

3

3

2

2

3
3 1
1

3 13 1
3 1

  

  Atr { , , , }     9 3 7 5  
  ).3گزینۀ ( .3

fبا فرض  t t t( )   2 4 fداریم  1 t t t( ) ( )( )    که در آن  
,    2 5 2 5  

fچون  A( )    پسAp t f t( ) | (   شدنی است. بنابراین، –، قطري A و از این رو (

     A
A

k l
k lC t t t C t t t( ) ( ) ( ) , ( )        1

1 1  

kکه در آن  l    سان، . بدین5

   k l
A A k l k ltr tr ( ) ... 

 
         1 4 4   قدار مورد نظرم20

  ).2گزینۀ ( .4
  داریم 1در فصل  13مشابه تست 

Adet . ( ) . .  13941394 1 2 17 41  
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  بینیم که مشخصۀ هیأت مورد بحث را نشان دهد، می charو از این رو، اگر 
A Adet char { , , }   0 2 17 41 پذیر است وارون  

23توانـد   مـی  باشد و بنابراین،  3تواند  می دهد که مشخصۀ  این نشان می عضـو   9
  داشته باشد.

  ).4گزینۀ ( .5
Pپذیري ماننـد   در حقیقت، با توجه به فرض مسأله، ماتریس وارون ( ) 10 M    هسـت بـه

  طوري که

A P a b c Pdiag( ,..., , , , ) 1 2 2  

  P I D P r D( ) , ( ( ) )  1
1 12 3  

  I A r A, ( ( ) )  1 12 3  
  بینیم که به طور مشابهی می

B I B r B, ( ( ) )  1 12 3  
  بنابراین،

r A B r A B r A r B( ) ( ) ( ) ( )     1 1 1 1 6  
  ).3گزینۀ ( .6

  تبدیل خطی
T TX AXB: ,  4 3 5 4M M  

nیا  TdimKerست از گیریم. روشن است که بعد مورد نظر عبارت ا را در نظر می T( . از (

4هاي متعارف  نسبت به پایه Tسوي دیگر، ماتریس  3M  و5 4M  برابر است باtB A 

tT) یعنی A1و  tB (حاصلضرب کرونکرِ B A[ ]   ،و از این رو  
tr T r T r B r A( ) ([ ]) ( ). ( ) .   2 3 6  

  (همان مرجع قبل). اکنون با استفاده از قضیۀ رتبه داریم
n T r T( ) dim ( )    4 3 12 6 6M  

  
                                         

 "Roger A. Horn, "Topics in Matrix Analysis در کتاب 4هاي حاصلضرب کرونکر دو ماتریس، فصل  براي تعریف و ویژگی -1
  را ببینید.

 بار 7



 )1396(کارشناسی ارشد ریاضی جبر خطی اي  هاي چهارگزینه موعۀ پرسشمج

xفضاي جواب دستگاه  Hاگر  .1 y z

x y z

  
   

2 3 0
3  برابر است با Hdimباشد، آنگاه  0

1 (1  2 (2  3 (3  4 (0  

Aاگر  .2
    

10 25
0  دام است؟ک A100، آنگاه 10

1 (I25  2 (I10010  3 (
 
 
  

100 100

100
10 25

0 10
  4 (

 
 

  

100 100

100
10 25

0 10
  

x2 ،x، 1هاي حقیقی) تولید شده به وسـیلۀ   هاي (با ضریب اي فضاي چندجمله Uکنیم فرض  .3 4 ،
x fباشــد. بــردار مختصــات بــردار  6 x x x x( )    6 4 2 نســبت بــه پایــۀ مرتــب  2

x x x x x x{ , , , }   2 2 4 4 6 61  کدام است؟ 1

1 (( , , , )
1 5 3 3 1
2

    2 (( , , , ) 
1 3 5 3 1
2

  

3 (( , , , ) 
1 5 3 3 1
2

    4 (( , , , )   
1 3 5 3 1
2

  

Aبا فرض  .4 B, ( ) 4 M  وc   کدام گزینه درست است؟ 

1 (cA c Aadj( ) adj 4  2 (A B A Badj( ) adj adj    

3 (AB A Badj( ) (adj )(adj )  4 (A Adet(adj ) (det ) 3  

nAاگر  .5 ( ) M  وr A k( )    ، آنگاه0

1 (r A k( ) 2  
2 (r A k( ) 2  

ه طوري که وجود دارند ب A1 ،...  ،kAمانند  1هایی با رتبۀ  ماتریس) 3
k

i
i

A A


 
1

.  

kAوجود دارند به طوري که  A1 ،...  ،kAمانند  1هایی با رتبۀ  ماتریس) 4 A A... 1.  

Aاگر  .6 ( ) 2 Mند عدد ، آنگاه به ازاي چ  Aداریم  0


     
100 1 0

0  ؟1

  ) بینهایت4  2) 3  1) 2  0) 1
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 )1396(کارشناسی ارشد ریاضی اي جبر خطی  هاي چهارگزینه پاسخ تشریحی پرسش

  ).1گزینۀ ( .1
rبنامیم، آنگاه آشکارا  Aها را  اگر ماتریس ضریب A( )  دهـد   قضیۀ رتبه نشان می . اکنون2

  که
Hdim   3 2 1  

  ).2گزینۀ ( .2

Bبا فرض 
    

2 5
0 Aداریم  2 B C. از سوي دیگر، 5 t t( )  2

5   و از این رو، 4

Bt C t q t at b( ). ( )  100  

آنگـاه دسـتگاه   را بگـذاریم،   2و  2عددهاي  tاگر به جاي 
a b

a b

  

  

100

100
2 20

2 2
بـه دسـت    

aآید. پس  می  bو  0    . پس1002

B I A I    100 100 100 1002 10  
  ).4گزینۀ ( .3

ــاه  e4و  e1 ،e2 ،e3اگـــر عضـــوهاي ایـــن پایـــه را از چـــپ بـــه راســـت   ــامیم، آنگـ بنـ
f x e e e e( )       1 2 3 بــه ترتیــب زیــر عمــل  و   ، ،بــراي یــافتن  .4

  کنیم می

  x

x

:
,

:

 
 


           

0 2 1 3
1 2 1 2 2

  

  
x

f x

x

( )
lim   


       
6

31 1
2

  

  x i :           
52 2 2 1
2

  

 .هاي یکسان در دو طرف رابطۀ هاي توان توانیم ضریب البته می تذکر  
f x e e e e( )       1 2 3 4  

) را حـل  و   ، ،هـاي   ه حاصل (نسبت به مجهـول را برابر قرار دهیم و سپس دستگا
  کنیم.
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  ).4گزینۀ ( .4
  (ت) را ببینید. 69. 1قضیۀ 

  ).3گزینۀ ( .5
استقلال خطی داشته باشند. در ایـن   Aدر  C1 ،...  ،kCهاي  براي مثال، فرض کنیم ستون

  صورت

  
k k

k i i i i
i i

A C C C C[ ... ...] 
 

  1
1 1

  

  
A A

C O O C C O C O O C C[ ... ...] [ ... ...]    

1 2

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 
  

  kA A A...   1 2  
krو آشکار داریم  A r A( ) ... ( )  1 1.  

  ).1گزینۀ ( .6
  بینیم که میدر حقیقت، 

  At C t q t at b A aA bI( ). ( )     100 100  

  aA bI


      

1 0
0 1  

  a A,





        
1000

0 10  

  و این هم تناقض است.

 .به طور کلی اگر  تذکرA ( ) 2 M  وkA



    

0
که در آن  0 آنگاه ،  

A, :


 


     

0
0  

kو از این رو،    وk .  
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